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AVËRTTSSEMKNT. 



Cet Ouvrage est le résumé des Leçons que j'ai 
professées à la Sorbonne, dans la Chaire que la 
Faculté des Sciences m'a fait l'honneur de me 
confier cette année (1848). 

Entièrement libre du choix des matières de mon 
Cours, j'ai développé la théorie de la résolution 
algébrique des équations, et les questions incidentes 
qui s'y rattachent. Je crois n'avoir omis aucun des 
faits principaux acquis à cette partie de la science. 

La connaissance de l'Algèbre élémentaire, telle 
qu'elle est exposée dans l'excellent ouvrage de 
M. Lefébure de Fourcy, suffit pour l'intelligence 
des théories les plus importantes de ce livre. Toute- 
fois, j'ai cru pouvoir faire usage du calcul diffé- 
rentiel et du calcul intégral, dans un petit nombre 
de passages. 

Ces rédactions n'avaient pas été d'abord destinées 
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a l'impression : en les publiant, j'ai cédé au vœu 
exprimé par MM. les Professeurs qui m'ont fait 
l'honneur de suivre mon Cours. Je m'estimerai heu- 
reux si je contribue, par là, à propager l'élude d'une 
des parties les plus intéressantes et les moins connues 
de l'analyse. 
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Introduction, 

L'Algèbre est , à proprement parler , VAnafyse des 
équations; les diverses théories partielles qu'elle com- 
prend se rattaclient toutes, plus ou moinsiy à cet objet 
principal. A ce point de vue , l'Algèbre peut se diviser 
en trois parties bien distinctes : 

1**. La théorie générale des équations, c'est-à-dire 
l'ensemble des propriétés qui sont communes à toutes les 
équations *, 

2". La résolution des équations numériques , c'est-à- 
dire la détermination des valeurs exactes ou approchées 
des racines d'une équation dont les coefficients sont donnés 
en nombres-, 

3". La résolution algébrique des équations , c'est-à- 
dire la détermination d'une expression composée avec les 
coefficients d'une équation donnée, et qui, substituée à 
rinconnue, satisfasse identiquement à cette équation, 
soit que les coefficients de l'équation proposée soient nu- 
mériquement donnés^ soit qu'étant simplement consi- 
dérés comme connus, ils restent indéterminés et repré- 
sentés par des lettres. 

Je me propose, dans ce Cours, d'exposer spécialement 
les recherches que les géomètres ont entreprises jusqu'à 
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nos jours sur la résolution algébrique des équations y eu 
admç^tant comme connues les propriétés générales des 
équations y et la plupart des principes sur lesquels repose 
leur résolution numérique. Je me réserve, toutefois, de 
revenir sur quelques points principaux de ces deux théo- 
ries, qui se rattachent à l'objet de nos investigations» 

Sans prétendre faire ici l'histoire complète de l'Al- 
gèbre, je crois devoir, dès à présent, donner \nx àpergu 
des principaux résultats acquis à cette partie de la sçiëibce 
que nous allons étudier. 

Il serait difficile de dire à qui nous devons la résolution 
des équations du second degré; elle se trouve dans le livre 
de Diophante, et, comme le fait remarquer Lagrango 
dans son Traité de la Résolution des équations numé- 
riques, elle ressort naturellement de quelques proposi- 
tions d'Euclide. Luc Paciolo, qui publia en i494? ^ De- 
nise, le premier livre d'Algèbre paru en Europe , ne fait 
aucune mention de Diophante , et laisse supposer que les 
algébristes italiens avaient appris des Arabes ce qu'ils 
savaient d'algèbre, c'est-à-dire la résolution des équations 
du premier et du second degré. 

La résolution des équations du troisième degré est duc 
à deux géomètres italiens du xvi® siècle , Scipion Ferrei 
et Tartaglia \ mais on ignore par quel cheniin ils y ont 
été conduits , et la formule qui représente les trois racines 
de l'équation du troisième degré est communément ap- 
pelée la formule de Cardan. 

C'est aussi à un géomètre italien , Louis Ferrari , dis- 
ciple de Cardan, que Ton doit la résolution de l'équa- 
tion du quatrième degré. Depuis, plusieurs méthodes, 
que nous indiquerons successivement , ont été proposées 
pour la résolution des équations du troisième et du qua- 
trième degré; Inais Lagrange a montré, dans un excel- 
lent Mémoire inséré parmi ceux de l'Académie de Berlin , 
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pour 1770 et 177 1, que ces méthodes, différentes eu ap- 
parence , reviennent toutes , au fond , à faire dépendre la 
résolution de Téquation proposée , de celle d'une seconde 
équation qu'il appelle résolvante, et dont la racine est 
composée linéairement avec celles de la proposée et les 
puissances d'une racine de l'unité du même degré. En 
cherchant à généraliser cette méthode, à l'étendre aux 
équations de tous les degrés, ce grand géomètre a montré 
qu'au delà du quatrième degré , l'équation résolvante était 
d'un degré supérieur à celui de la proposée , et ne parais- 
sait pas, en général, susceptible d'abaissement. Il a enfin 
fait voir clairement, par cette analyse, à quelle circon- 
stance est due la résolution générale des équations des 
quatre premiers degrés , circonstance qui ne se présente 
plus au delà du quatrième degré. 

Toutefois, Lagrange a appliqué sa méthode avec le plus 
grand succès à la résolution des équations binômes de 
tous les degrés ; résolution que M. Gauss avait effectuée le 
premier, par une méthode ingénieuse fondée sur les rela- 
tions qui existent entre les diverses racines de Féquation 
binônie, et sur la considération des racines primitives des 
nombres premiers. 

Âbel, en généralisant l'analyse de M. Gauss, a montré 
ensuite que^i deux racines d'une équation irréductible sont 
tellement liées entre elles, que l'une puisse s'exprimer ra- 
tionnellement par l'autre , l'équation est soluble par radi- 
caux, si son degré est un nombre premier, et que, dans 
le cas contraire , sa résolution dépend de celle d'équations 
de degrés moindres que le sien. C'est là un des plus 
beaux résultats dont l'Algèbre se soit enrichie de nos 
jours. Abel a fait, dans son Mémoire, l'application de sa 
méthode à l'équation binôme, et a notablement simplifié 
la marche suivie par M. Gauss. 

Voici donc une classe assez étendue d'équations dont 

I . 
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les racines peuvent être exprimées par radicaux 5 mais ces 
équations, étudiées par Abel, sont-elles les seules qui 
possèdent celte propriété? Dans quel cas, en un mot, une 
équation peut-elle être résolue algébriquement? Cette 
question difficile a été résolue complètement, au moins 
pour les équations irréductibles de degré premier, par 
Evariste Gallois, ancien élève de l'Ecole Normale, et l'un 
des géomètres les plus profonds que la France ait produits. 
Dans un Mémoire présenté à l'Académie des Sciences 
en i83i , et publié en 1846 par les soins de M. Liouville , 
Gallois a, en effet, démontré ce beau théorème : Pour 
quune équation irréductible de degré premier soit soluhle 
par radicaux y il faut et il suffit que , deux quelconques 
des racines étant données, les autres s'en déduisent ra- 
iionn ellement . 

Enfin, quant aux équations dont les racines sont des 
quantités quelconques n'ayant entre elles aucune dépen- 
dance, c'est-à-dire dont les coefficients restent indéter- 
minés , leur résolution générale est impossible au delà du 
quatrième degré. Celte proposition importante, énoncée 
par Ruffini, a été mise hors de doute parles travaux plus 
récents d'Abel. 

Tels sont les travaux les plus importants qui aient été 
entrepris sur la résolution algébrique des équations, et 
dont j'ai cru devoir faire ici l'indication succincte. 

Nous commencerons ce Cours par Texposition d'une 
théorie fort simple , des principes de laquelle nous ferons 
un usage fréquent, et que, pour cette raison, je crois 
devoir rappeler avec quelques détails •, je veux parler de la 
théorie des fonctions symétriques. 

Des Jonctions symétriques» 

Une fonction de deux ou plusieurs quantités est dite 
symétrique, lorsque sa valeur n'est pas changée par les 
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diverses permutations des quantités qu'elle renferme ^ 
nous ne nous occuperons ici que des fonctions symétriques 
rationnelles. 

Les coefficients d'une équation sont des fonctions symé- 
triques des racines de cette équation^ ce sont même les 
fonctions symétriques les plus simples, puisque chaque 
racine n'y entre qu'au premier degré. 

On aperçoit facilement que toute fonction rationnelle 
et symétrique des racines d'une équation peut s'expri- 
mer rationnellement à l'aide des coefficients de cette 
équation , 

Car, soit Téquation 

Kn désignant par « , ft, t*, . . . , A , / ses m racines , on a les 
relations connues 



v«j 



ab -hftc -^ = P2, 



abc. . .//=:±/^„, ; 

si, en outre, on désigne par V une fonction symétrique 
et rationnelle des m racines, en sorte qu'on ait 

-2) V = F [a, ^, c, . . ., X , /), 

et qu'on élimine les m racines a, b^. , , ^ h ^ l entre les 
équations (i) et (2), on aura une équation en V qui ne 
pourra (ître que du premier degré, puisque la quantité ^ 
n'a qu'une seule valeur; par suite, V s'exprimera ration- 
nellement par les quantités /^i, ^j, etc. En général, si la 
(|uantité désignée par V est susceptible de [x valeurs dilï'é- 
rentc»s, lorsqu'on fait subir aux lettres a^b^ c^ etc. , toutes 
les permutations possibles , l'équation en V résultant dv. 
Télimination de a, b, c, etc., entre les équations(i) et (2), 
sera évidemment du degré //. 



6 PREMIÈRE LEÇON. 

Nous allons montrer comment on peut trouver l'ex- 
pression d'une fonction symétrique et rationnelle quel- 
conque des racines d'une équation, et cette recherche 
nous conduira à une démonstration nouvelle plus précise 
et plus claire du théorème que nous venons de démon- 
trer. Examinons d'abord à quoi peut se réduire la re- 
cherche de la fonction symétrique et rationnelle la plus gé- 
nérale possible. Toute fonction rationnelle non entière 
est le quotient de deux fonctions entières , en sorte qu'il n'y 
a lieu de s'occuper que des fonctions symétriques entières. 
En outre , toute fonction symétrique entière non homo- 
gène est la somme de deux ou plusieurs fonctions symé- 
triques homogènes-, tout est donc ramené à établir des 
règles pour calculer les fonctions symétriques rationnelles 
entières et homogènes ; enfin , une pareille fonction symé- 
trique entière et homogène peut contenir des termes où les 
exposants des lettres, tout en ayant' la même somme, ne 
soient pas égaux chacun à chacun : dans ce cas , la fonc- 
tion est la somme de deux ou d'un plus grand nombre 
de fonctions symétriques de même degré , mais diffé- 
rentes , et que nous calculerons séparément. De tout cela , 
il résulte que nous pourrons nous borner à la détermi- 
nation des fonctions symétriques rationnelles , entières et 
homogènes, telles que les exposants des lettres soient les 
mêmes dans deux termes quelconques. Toute fonction 
de cette espèce sera déterminée si l'on connaît un seul 
de ses termes, ainsi que toutes les lettres qui entrent 
dans, sa composition. Cela posé, nous appellerons yb«c- 
tion symétrique simple ou du premier ordre y une fonc- 
tion symétrique rationnelle, entière et homogène, dont 
chaque terme ne contient qu'une seule lettre \ fonction 
symétrique double ou du deuxième ordre, celle dont cha- 
que terme renferme deux lettres , et ainsi de suite. 
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Détermination des sommes de puissances semblables des 

racines (F une équation. 

Soit l'équation 

^•"4-/^1 j:'""'H-/?2a:»-'-|-. . . 4- /?«-i J? H- /?«, = o , 

(]ue nous représenterons aussi , pour abréger, par 

X = o, 

et dont nous désignerons par a, £, c, .,•,&,/ les m ra- 
^ ^ fiiiies. Soi t , en outre , X' le polynôme dérivé de X ^ on aura 



I' 



S*"rv'^'~ w»*»"""' 4- (//i — O/^iX*""' -h. . .4- 2/?;„_ja:-|-/?«_,. 
'^^CM a aussi, par un théorème connu , 



a; — a x — b 



X — / 



et Ton trouve , par la division , 



X — a 



x^-^-i- a 



-hpi 



jjm-5^ 



-hP^a 



m— » 



«—2 



p,a' 



4-/?"-». 

Si , dans cette équation, on remplace successivement a par 
chacune 'des autres racines, et qu'on fasse généralement 

.v„ = <i« -h Z»» + c" 4- . . . H- it" 4- /*, 



on aura, en ajoutant tous les résultats, la valetir sui>ante 



8 




PREMIÈRE LEÇOA. 


deX', 




X' /wx*"" 


■•-4-J. 


.r«-=-hA-, 


a:^-^-}-.f, 




-f-/w/?, 


-hPlSt 


-^/?l^2 






-h w/>2 


+y^2^i 



fnp 



X 



m — < 






Pm—2^t 

La comparaison de cette valeur de X' avec celle écrite plus 
haut, fournit les relations suivantes : 



Si-h Pi = o, 

S2-\- PtSi -+- 2pi 
S3 -^ P1S2 -hp-iSi 



o, 
^Pi 



= o, 



(0 



La première de ces équations fait connaître Si ou la 
somme des racines, la seconde fait connaître s^ ou la 
somme de leurs carrés, et ainsi de suite, jusqu'à la der- 
nière qui fait connaître j„_i . 

Voici maintenant comment on peut former les sommes 
de puissances semblables, dont le degré surpasse m — i, 
et celles dont le degré est négatif. Soit n un nombre en- 
tier positif, nul ou négatif, et multiplions l'équation pro- 
posée par a:" 5 elle deviendra 



4-/?, .r 



W-l-ll— I 



p^x 



m+n — 2 



-h... -+-/?«_, o:"-^' -h /?^a:«==o. 



Remplaçons successivement x par chacune des racines 
a , ft , c , etc. , et ajoutons tous les résultats 5 on aura 

en donnant à îi Irs valeurs o, i, ti, etc. , et observant 
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que SQ = m^ on obtiendra^ les relations suivantes : 

.Vfl,^, -h /?, ^fl, -^PiSnt -f- . . . -f- /?OT_, *2 4- />« A-i =: O , 
(2) < f^^.2 -H /?, Sm^i -hpiSn -I- ... 4- /?m-i ^.1 H" /?m ^2 = O , 



Les sommes ^1,^8, . . . , ^m-i étant connues par les équa- 
tions (i), la première des équations (2) déterminera 5,„, 
la seconde 5,„^.i5 et ainsi de suite. Il importe de remarquer 
que les valeurs des sommes ^1, s^y etc. , ne contiendront, 
dans leur expression , aucun dénominateur, et que si 
les coefficients pi^ p^^ etc. , sont des nombres 'entiers, les 
sommes s^^s^y etc . , le seront également. 

Réciproquement, si Ton connaît m sommes de puis- 
sances semblables , par exemple ^1 , .? 1 9 • • • ) •^m 9 on pourra 
déterminer les coefficients pi^p^, etc. , à Taide des équa- 
tions (i) et (2) , qui ont été données , pour la première fois , 
par Newton . * 

On calculera aussi aisément les sommes de puissances 
semblables des racines à exposants négatifs, en donnant 
au nombre n , que nous avons introduit , les valeurs suc- 
cessives — I , — 2 , — 3 , etc. 5 mais à l'égard de ces 
sommes de puissances négatives , le moyen le plus facile 

de les trouver, consiste à changer x en - dans l'équation 

proposée , et à calculer ensuite les sommes de puissances 
semblables à exposants positifs, des racines de cetti* 
transformée. 

Autre méthode. — On peut employer une autre méthode^ 
pour calculer les sommes des puissances semblables des ra- 
rines d'une équation \ celte seconde mélhode a l'avantage de 
n'exiger qu'une simple division algébrique. Soit toujours 

X = o 
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une équation ayant pour racines a , & , c , ..^. , fc , /. Si X' 
représente la dérivée de X , on a , comme précédemment, 

X' I 1 I 



X X — a X — b X — / 

D'ailleurs , 



a a^ 



X — a X x^ x^ 

donc , en remplaçant successivement a par chacune des 
autres racines , et ajoutant ensemble tous les résultats , 

on aura 

X' m Sx S2 

X X x^ x^ * * ' ' 
ou 

X A, Si S-} 

X X x^ 

Pour le calcul numérique, il sera plus commode d'é- 
viter les exposants négatifs : on changera alors x en-^ et 

z 

la/raction -r=- sera de la forme -^^ on aura 

X Xi 

et l'on obtiendra toutes les sommes ^1, ^g, etc., par la 
simple division des polynômes Zi et Z que l'on ordon- 
nera par rapport aux puissances croissantes de z . 

Exemple. — Soit Téquation X = x' — yx -\- y =^ O] 
on aura 

Z, __ xS/ _ Sar»— 7A- ___ 3— -73^ 
Z"^ X ~~'^— 7^-h7"~'i — 72*-l-7z*' 
et l'on trouve , par la division , 

O 3 

Ill^ — ^=3 -h 143» --212^ 4- 98*%..., 

1 — 7 z' 4- 7 2^ ^ ^ 

1> ^ 
ou 
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Détermination des fonctions symétriques doubles , triples , etc., des racines 
d'une équation. — Formation de Téquation d'où dépend une fonction 
rationnelle et non symétrique des racines d'une équation donnée. — 
Équation aux carrés des différences. — Sur la forme des fonctions 
rationnelles d'une ou de plusieurs racines d'une équation. 



Détermination des Jonctions symétriques doubles, 
triples, etc., des racines d'une équation. 

• 

Les formules , dues à Newton , que nous avons établies 
dans la leçon précédente, permettent de calculer très- 
aisément les fonctions symétriques doubles , triples, etc.^ 
des racines d une équation. 

Soient a 5 J , c , ..."", ^ , / les m racines d'une équation 
X = G de degré m , et considérons une fonction symé- 
trique double 5 dont un terme soit af'b'f] la fonction dont 
il s'agit , étant déterminée quand on en connaît un terme , 

nous la représenterons , pour abréger, par ^ «^ i'', et 

nous continuerons de désigner par Sp la somme des puis- 
sances p'^""'* de toutes les racines; 

Cela posé , si l'on multiplie entre elles les deux 
sommes Sp et s^j on voit aisément que le produit sera 

la somme des deux quantités Sp^^ et ^n^bf-^ on aura 

donc 

^nPù^ = Sp Sq — Sp^. 

Toute fonction double y^ a'' h'i sera donc (exprimable 
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SOUS forme ralionuelle et entière , à Taide des coeflîeîeiils 
de Téquation proposée, puisque ^,,, s^ et s^^ le sont; et 
si les coefficients de l'ëquation sont des nombres entiers , 

y^rt^ b'i sera aussi un nombre entier. 

La formule précédente n'a plus lieu s\q=:p\ on voit , 

en effet, que si q devient égal à /? , les termes de ^^a^b'' 

sont égaux deux à deux, en sorte que cette quantité se 

réduil à 2 \^ a'' i'' ; on aura donc 



^^'f>'='-\{^pY-^^P 



En remplaçante-^ et .v^^, par leurs valeurs, on aura la 
valeur de ^^a^b^ qui ne contiendra plus le dénomina- 
teur 2 , mais cela ne se voit pas immédiatement*, cette pro- 
position résultera, comme nous le verrons dans la pro- 
chaine leçon, d'une nouvelle méthode due à M. Cauchy, 
pour la détermination des fonctions symétriques des ra- 
cines d'une équation. 

Une fonction symétrique triple , dont un terme est 

(if*Mc'\ pourra être représentée par ^^af^b'^c'. Si l'on 

multiplie la fonction double ^'a^fe^, que nous savons 
former par .v,. , on trouvera pour produit 



nn aura 



don<* 



V aP M c' = Sr 2 ffP h'i — V fiP '-' />'/ — - V aP h'J ♦ ''. 
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Cette formule fait connaître la fonction triple ^^a^b'fc'\, 

car le second membre ne contient que des fonctions 
doubles que Ton sait calculer. Si l'on veut avoir la valeur 
de la fonction triple , à l'aide de sommes de puissances 
semblables, il suffira de remplacer les fonctions doubles 
par leurs valeurs connues 5 on trouvera ainsi 

et l'on voit que les fonctions triples s'exprimeront comme 
les fonctions simples et doubles, sous forme rationnelle 
et entière, à l'aide des coefficients de Féquation proposée. 
La relation précédente n'a plus lieu, si deux des expo- 
sants ou tous les trois deviennent égaux entre eux 5 
mais on peut en déduire aisément les valeurs des deux 
fonctions 



\aPbP(f et V 



aPbPcP, 



On voit , en effet , que si q devient égal k pj\aP b'J c' se 

réduit à ^^aPbPc"^ et à i.Z^aPbPcP^ si en même 
temps r devient égal à ^ 5 on aura donc 

2^aPbP(f=Z - isls^-^S^pSr— %Sp^rSp-^'ZS:,p^A 



et 



>û/'^/'c/» = ^ I j» — ZSipSp-^%s^p\ 



En suivant la même marche, on calculera successive- 
ment les fonctions du quatrième ordre, puis celles du 
cinquième, et ainsi de suite; il est presque superflu d'a- 
jouter que quand on aura calculé, en général, Texpres- 
sîon d'une fonction symétrique entière et homogène 
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que cette dernière comprend toutes les valeurs de V ; je 
dîs , de plus , que tous les termes de la série (2) sont dif- 
férents, et, par suite, sont les mêmes que ceux de la sé- 
rie (i) : on ne peut avoir, par exemple, V, = V, , car V, 
et Vj ne diffèrent de V, et \'\ qu'en ce que les quantités 
dont ces fonctions dépendent y sont désignées par des 
lettres différentes, et l'égalité \', = V, entraînerait, par 
conséquent , Vi = Vj , ce qui est contre l'hypothèse. Il ré- 
sulte de là que, si Ton fait subir aux lettres a, &, c, etc. , 
un changement quelconque , les quantités Vj, V, , etc., ne 
feront que s'échanger les unes dans les autres*, par suite, 
une fonction symétrique de ces fonctions ne sera pas 
changée, et sera aussi symétrique par rapport aux quan- 
tités a , &, c , . . . , A , /. 

On peut dans bien des cas simplifier, par des artifices 
particuliers , le calcul de Téqualion en V'j on en verra un 
exemple dans la recherche de l'équation qui a pour ra- 
cines les carrés des différences des racines d'une équation 
donnée^ prises deux à deux. 

Équation aux carrés des différences. 

Soient toujours a, è, c , . . . , A, / les m racines d'une 
équation X = o , et posons 

l'équation en V sera du degré — = jx, qui est le 

nombre des combinaisons de m lettres deux à deux , puis- 
que la fonction V est symétrique par rapport aux deux 
lettres qu'elle contient ; et si l'on suppose que cette équa- 
tion soit 

V'' + P,v''-'-t-P,v''-='+...=o, 

il suffira de calculer les quantités Pi, Pj, etc. , qui sont 
des fonctions symétriques des racines de l'équation pro- 
posée : or ces coefficients Pi, Pj , etc. , seront immédiate- 



• 
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ment donnés par les formules de Newton , si l'on connaît 
les sommes des puissances semblables Si, Ss , . . . , S^t^ des 
racines de l'équation en V . Tout est donc ramené à cal- 
culer ces dernières sommes en fonction des coefficients de 
l'équation proposée, ou en fonction des sommes ^i, ^2, etc. , 
des puissances semblables de ses racines , puisque les 
sommes 5i, Sf^ etc., s'expriment par les coefficients, à 
Taide des formules de Newton. 

VqîcÎ. le procédé indiqué par Lagrange, pour calculer 
le^ioounes Si , Ss , etc. , relatives à l'équation en Y, à l'aide 
dés'sàtnmesvîf, 5s, etc. , relatives à l'équation proposée. 

Posons 

en donnant à x successivement les valeurs a^b^c^,,,^k^ f^ 
et ajoutant tous les résultats , on aura 

?(«)-*-?(^)-|-. ..+ ?(/)= (a — ^)'" -h... -4- (« — /)'« 

-h 

-f- (/ — £i)»"-h(/— by 

Or le second membre de cette équation est évidemment 
égal à 2 S„ *, donc 

D^un autre côté , en développant les différents termes de 
(f [x) , on trouve 

2/t (2/1 — l) 
^ ^ ' 1.2 

-f- ^c»» — 2 « bx**"-' -h —^-'ZJl b^a:^*'-^ — . . . -|- ^J* 

I 2 



2/î (2/î — l) , 

1 .2 
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OU 

Remplaçant x successivement par a^ &, c, . . . , /, et 
ajoutant tous les résultats, on aura la valeur suivante 

de ç (a) H-9){J) -h. . .•4-y(/) ou de 2S„, 

2/1(2/1 — i) 

2S„ = niSin — 9.nSiSin-i -\ ^ S2S.2„-i — . . .-+-/?«J7». 

1.2 

On voit aisément que les termes à égale distance des ex- 
trêmes sont égaux dans le second membre 5 par suite , on 
aura cette valeur de S„, 

in[2n — I ) 

I .2 



1 2/1(2/? — 1). .(/î 4- 1) 

2 1 .2 3. . ./î 



^n «^n» 



En donnant à n les valeurs successives i , 2, 3, . . . , jtx , on 
connaîtra les sommes Si, S2 , . . . , S^ dont on a besoin^ on 
achèvera ensuite le calcul, comme nous l'avons indiqué 
précédemment. 

Cas de l'équation du troisième degré, — Prenons pour 
exemple l'équation du troisième degré 

x^ -h px -4-7 = 0. 
On trouve 

5, = 0, $2= — 2/>, s^zj^ — ^q, 

54 = 2/>*, Ss = 5pg , jg r= 3<7' — 2/>^ ; 
ensuite 

S, = 3 5, — s] = — 6/^, 

82=3^4 — 4^»^3 H- 3 jj = i8/^% 

83 = 3^6 — SsiSi H- 15^2*4 — 10^3 = — 66 p^ — 8i<7% 

et enfin 

P, z= 6p, P, r=r 9/7% P3 = 4 /?^ 4- 27 q\ 
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L'équatiou aux carrés des différences des racines 
dex^-hpX'^q = o est donc 

■ V^ -h 6 /? V' -h 9/?^ V -h (4 /?' 4- 27 ^0 = o • 
On suivrait une marche toute semblable pour former 
Téquation aux sonmies deux à deux des racines d*unc 
équation quelconque donnée. 

La méthode générale dont nous venons de faire une 
application s'applique avec le même succès , que V soit 
une fonction entière ou non des racines a, &, c, etc. ^ 
mais on peut facilement démontrer que toute fonction 
rationnelle d'une ou plusieurs racines d'une équation 
peut toujours, si elle n'est pas entière, être remplacée 
par une fonction entière équivalente. 

Sur la forme des fondions rationnelles d'une ou 
plusieurs racines (Tune équation. 

Nous commencerons par établir le théorème suivant , 
relatif aux fonctions rationnelles d'une seule racine. 

Théouème. — Toute fonction rationnelle et non en- 
tière d'une racine a dune équation 

(I) ■ F(a:) = o 

de degré m est équinifalente à une fonction entière et de 
degré inférieur à m. 

Soit, en effet, la fonction rationnelle -tt-t , où 9 et J; 

désignent des fonctions entières ; on aura identiquement 

b^ c^. . .fl désignant les autres racines de l'équation (i). 
Or on voit que le dénominateur i|; (a) «|^ (i) . . . ^p (/) du second 
membre est une fonction symétrique et entière des ra- 
cines de l'équation (1), qui pourra, par conséquent, s'ex- 

2. 
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primer ratiounellement par les coefficients connus de 
cette équation. Pareillement le facteur ^(b) ^(c). . .^(l) 
du numérateur est une fonction symétrique et entière des 
racines de l'équation 

— ^ — = Oj 
X — a 

m 

et pourra s'^exprimer sous forme rationnelle et entière, 
à l'aide des coefficients de cette équation, c'est-à-dire à 
l'aide de a et des coefficients de l'équation (i). D'après 
cela , l'égalité (2) prendra la forme 

où 6 (a) désigne un polynôme entier et rationnel, par 
rapport à rt. En effectuant le produit des polynômes y et 0, 
notre fraction deviendra 

et je dis qu'on peut supposer le degré p inférieur à ///. Eu 
effet, de l'équation F (a) =^0 on peut tirer la valeur de a"' 
qui sera exprimée par un polynôme de degré m — 15 en 
multipliant par rt cette valeur de «'", on aura a"*"*"^ qui sera 
exprimé par un polynôme du degré m , mais qu'on pourra 
abaisser au degré m — i, en remplaçant a"* par sa valeur 
trouvée précédemment. En continuant ainsi, on expri- 
mera toutes les puissances de ^ , à partir de la th'^'""^ à 
l'aide de polynômes de degré w — i, et, par suite, on 

pourra chasser de l'expression de ~~ que nous avons 

trouvée, toutes les puissances de a supérieures à la 
Ijn — ij**'»*. Mais on peut aussi opérer comme il suit : Si ^jl 
est ]> w, on divisera le polynôme A© -f- AïO -+- . . . par 
F (a), et en désignant par Q le quotient et par cr(a) le 
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reste qui est de degré inférieur à w, on aura 

1^ := Ao -f- Aifl 4-.. . . = F(fl) X Q 4- CI W; 
ck comme F (a) est nul , on aura simplement 

où CI désigne un polynôme de degré m — i au plus. 

Quoique la démonstration précédente ne laisse rien à 
désirer sous le rapport de la rigueur et de la clarté, 
nous en donnerons une seconde qui aura Tavantage de 
nous fournir un procédé plus facile pour trouver la forme 
entière qui convient à une fonction fractionnaire donnée. 

Soit toujours -rA la fraction donnée, où a est racine 

de F(x) = o. On peut supposer ^[a) de degré inférieur 
à m 5 car si le contraire avait lieu, on ferait disparaître 
de ^(a) les puissances de a supérieures à la (i^ — ^ycme 
par l'un des procédés indiqués précédemment. 

Cela posé , opérons sur les polynômes F (a) et ^ [a) , 
comme s*il était question de trouver leur plus grand 
commun diviseur; on aura cette suite d'égalités : 

Y{a)=z'^[a) Q, -f-R,, 
^1;(«) = R, Q, + R,, 

R, = R2 Q3 + Rs» 



R«-2 — R/i-i Q« -f- R/o 

où R„ ne contient plus la quantité a. Or, F(rt) étant nul , 
on aura 

R, = -Q.^l;(a), 

R,= (l-4-Q,Q,)>K«), 

R,= ~(Q.-4-Q3~l-Q,Q.Q.0^'W, 
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La dernière de ces ^alités sera de la forme 

R„ = ô{éi). >[/(«), 

9 (a) désignant un polynôme entier et rationnel par rap- 
port à a. On en lire 



et, par suite 






Cette valeur de ^^ ^^t entière par rapport à a , puis- 
que R„ ne contient pas a\ et, si elle contient des puis- 
sances de a supérieures à la (m — i^*'"*'^ on pourra les 
faire disparaître par le procédé que nous avons indiqué 
précédemment. 

A la vérité , cette méthode semble en défaut «dans le 
cas où]^s polynômes i|/(x) et F(x) ont un diviseur com- 
mun; car, dans ce cas, la quantité désignée par R„ est 
nulle, ainsi que 6 {a) : mais alors on pourra enlever de 
F(a:), par une simple division, tous les facteurs linéaires 
qui sont dans ^ (x) , et parmi lesquels ne se trouve pas 
X — a, car autrement ^(a) serait nul. En désignant par 
Fi (x) le résultat ainsi obtenu , a sera racine de F, (x) = o , 
et le polynôme ^{x:) étant dès lors premier avec Fj (x), 
on pourra appliquer la méthode précédente. 

Corollaire. — La fonction rationnelle la plus générale 
d'une racine d'une équation de degré m est une fonction 
entière du degré m — i , renfermant par conséquent m 
coeflScients arbitraires. 

Extension aux fonctions rationnel/es de plusieurs 
racines d^une équation. — La méthode précédente a sur- 
tout l'avantage de pouvoir être appliquée aux fonctions 
rationnelles de plusieurs racines d'une équation. On a , 
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en eilet, ce théorème : Toute fonction rationnelle non 
entière de plusieurs racines d'une équation peut être 
remplacée par une fonction entière des mêmes racines. 
Rien ne sera changé à nos raisonnements , si la fonc- 
tion , ■ [ , que nous avons considérée , renferme d'autre?? 

racines i, c, etc., de Féquation F(x) = o , et cette fonc- 
tion pourra se mettre sous la forme Aoû-f-Aïa'-l- ..., 
Ao et Al étant des fonctions rationnelles de racines parmi 
lesquelles ne se trouve pas a. A leur tour, on pourra rendre 
ces fonctions Ao, Ai, etc. , entières par rapport à une autre 
, ^ fAcine i, puis par rapport à une troisième, et ainsi de 
'!. siiiie. . 
^ . Exemple. — Toute fonction rationnelle d'une racine a 
'l*jà& l'équation du troisième degré 

x^ -h px* + <7a: -h r =: o 

pourra être mise sous la forme 

A 4- B« 4- C«^ 

mais il est souvent préférable de prendre une fonne frac- 
tionnaire dont les deux termes soient linéaires, et cela 
est toujours possible; car, si Ton divise les polynômes 
a' -h pa^ -\- qa-\- r ei A -f- Ba -f- Ca*, dont le premier 
est nul , Tun par l'autre , on aura un quotient et un reste 
du premier degré en a, et Ton en conclura aisément que 
la fonction A -h Brt 4- Ca* peut être mise sous la forme 
M/i + N 
(t H- l> * 
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Méthode de M. Cauchy pour calculer une fonction symétrique rationnelle 
et entière des racines d'une équation. — Méthode d'élimination fondée 
sur la théorie des fonctions symétriques. — Théorème sur le degré de 
réqnation finale résultant de l'élimination d'une inconnue entre deux 
équations qui en contiennent plusieurs. 
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Méthode de M, Cauchy. 

M. Cauchy a publié, dans ses anciens Exercices i^^\ 
Mathématiques (4® année), une méthode fort ëlég^aritç^ 
pour trouver la valeur d'une fonction symétrique et en- 
tière des racines d'une équation. Cette méthode consiste 
à éliminer successivement de l'expression de la fonction 
symétrique qu'on veut évaluer, chacune des racines de 
l'équation proposée; elle repose sur la proposition sui- 
vante : 

Soit V une fonction symétrique et entière des racines 
a, &, c, . . . , I, ^, / d'une équation 

a:^ 4- />. a:""* -h /?2 ^'""' -h . . . -I- /?m-i ^ -f- /?m = o , 

que nous représenterons aussi , pour abréger, par 

X = o; 

et supposons qu'ayant éliminé de l'expression de V, par 
un moyen quelconque , toutes les racines excepté a , on 
ait mis la valeur de cette fonction sous la forme d'un 
polynôme entier et rationnel ordonné par rapport aux 
puissances de a , que l'on ait , par exemple , 

A», Al , etc. , étant des quantités composées rationnelle- 
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ment avec les coefficients de l'équalion proposée ; je dis 
que si l'on divise cette expression de V par le polynôme 

obtenu en remplaçant x par a dans X , le reste de la divi- 
sion sera indépendant de a, et sera précisément la valeur 
de la fonction V. 

En effet, si Q et R désignent le quotient et le reste de 
la division V par A , on aura V= AQ -h R , et comme A 

est nul , 

V = R. 

D'ailleurs, ce resté R est au plus du degré m — i en «; 
nous le représenterons par 



etr ^ 



on aura 



Mais V étant une fonction symétrique , on peut changer a 
et b Tun dans lautre , ainsi que a et c , etc. ; et , comme par 
ces changements ^ q^^^q^^ etc. , conservent leurs valeurs , il 
s'ensuit que l'équation 

q^jf^"' -h gr, j;*""' H-. . .-4- ^«-aJ? + (^m-i — V) = o 

sera satisfaite en remplaçant x par l'une quelconque des m 
racines a,&,...,/r,/^ce qui est impossible, à moins 
cpe les coefficients ne soient tous nuls, puisque cette 
équation n'est que du degré m — i : on aura donc , en 
particulier q,n^i — V = o, ou 

comme nous Tavions annoncé. 

La démonstration précédente suppose que les m racines 
a^b^c^ . . . , ^, / sont toutes inégales 5 mais les conclu- 
sions précédentes ne subsistent pas moiiis, si quelques- 
unes de ces racines sont égales entre elles. Nous emploie- 
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rons , pour justifier cette assertion , un raisonnement dont 
ou fait un fréquent usage en analyse. 

Si l'équation X = o a des racines égales , on considé- 
rera d'abord à sa place une équation Xi = o, dont toutes 
les racines seront inégales , et qu'on obtiendra en faisant 
subir des modifications insensibles aux coeflScients de 
X := o 5 par exemple , si X a trois racines égales à « , et 
que toutes les autres soient différentes , on prendra 

X (a: — a — h) [jo — a — A') 

X, =r 

[a: — aj 

Le polynôme Xi ne diffère de X qu'en ce que deux des 
trois racines égales à a sont remplacées par a -|- A et 
a-\-h' : on voit aisément , sans qu'il soit nécessaire d'in- 
sister davantage, comment on devrait choisir le poly- 
nôme Xj , si , outre les trois racines égales à a , l'équation 
proposée avait plusieurs racines égales à i, à c, etc. Cela 
posé , substituant l'équation Xi = oà X = o, et conser- 
vant d'ailleurs les notations précédentes, on arrivera à 
. l'équation 

et cette équation aura lieu, quelque petites que soient les 
quantités A, A', etc. *, elle aura donc lieu aussi à la limite, 
c'est-à-dire quand on fera /i = o , A' = o , etc. 

Voici maintenant quelle est la méthode indiquée par 
M. Cauchy, pour calculer la valeur d'une fonction V sy- 
métrique et entière des racines «,&, r, ...,/, fc, / de 
l'équation 

Divisons X par x — «, et désignons p*ar Xi le quo- 
tient; divisons de même X, par x — è, et désignons 
par Xj le quotient, puis Xj par x — c* , et soit X3 k' 
quotient , et continuons ainsi d'enlever de X tous les fac- 
teurs linéaires jusqu'A x — k inclusivement, en sorte qu<^ 
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X,„»i ne contiendra plus que le seul facteur x — /. Cela 
posé, considérons les m équations 

X == O , X, = 0, Xa = O,. . . , Xfli— I = o. 

La première n'est autre que la proposée, et a pour ra- 
cines a , &, c , . . . , A" , /; la seconde a pour racines 6, e , • . . , 
X: , / , et ses coefficients sont exprimés sous forme entière 
à Faide de a et des coefficients de la proposée \ la troi- 
sième a pour racines c , . . . , A* , /, et ses coefficients sont 
exprimés sous forme entière à l'aide de b et des coefficients 
de la précédente , c'est-à-dire à T ai de de a , h et des coeffi- 
cients de la proposée ; et, en général, les coefficients de Tune 
quelconque de ces équations sont exprimés sous forme en- 
tière à l'aide des coefficients et des racines de la proposée 
qui n'appartiennent pas à l'équation que l'on considère*^ 
enfin , désignons par A la valeur de X pour a: = a ,par B 
la valeur de X i pour x = h^ par C celle de X s pour x=c^ 
et ainsi de suite, en sorte que I sera la valeur de X,„_9 
pour x=i\K celle de X,„_s pour x = h^ et enfin L celle 
de X^_i pour x = l\ on aura 

A = o, B = o , C = G , . . . , I = o, K=:o, L = o. 

Cela posé , V est une fonction symétrique, non-seulement 
des racines de l'équation X = o, mais aussi de celles de 
l'une quelconque des équations . 

X=rO, X|=:0,.*., Xjit_3 :::= O , Xm— 2 ^^^ O , X»,— i = O. 

Nous allons faire voir comment , en s'appuyant sur cette 
remarque, on peut, à l'aide du théorème fondamental 
démontré au commencement de cette leçon , éliminer 
successivement chaque racine de l'expression de V. 

D'abord l'équation L = o , où / entre au premiei 
degré, permet de chasser immédiatement / de Texprcssion 
de V. Considérant alors V comme fonction symétrique des 
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deux racines fc et / de réquation X„i_2 == o , dont l'une / est 
déjà éliminée , on Fordonnera par rapport à ^ , et on la di- 
visera par K , conformément à ce qui a été dit plus haut*, 
le reste de la division ne contiendra pas h et sera la 
valeur de V débarrassée des racines k et /. On considé- 
rera alors V comme fonction symétrique des trois racines /, 
/c , / de l'équation X^_8 = o , dont les deux dernières n'en- 
trent plus dans son expression, et l'ayant ordonnée Jiar 
rapport à i , on la divisera par I à l'effet d'éliminer /; le 
reste de la division ne contiendra pas i et sera la valeur 
de V débarrassée des trois racines i , fc , L On continuera 
de la même manière, jusqu'à ce qu'on ait éliminé de V 
chacune des racines a, i, c, , . . , /, ft, /^ on aura alors la 
valeur de cette fonction exprimée par les coefficients de 
l'équation proposée. 

Il importe de remarquer que l'expression définitive 
de V s'obtient par de simples divisions , et que les pre- 
miers termes des polynômes A,6,C,...,I,K,L, qui 
servent successivement de diviseurs, ont tous l'unité 
pour coefficient : par conséquent, ces divisions n'intro- 
duiront aucun dénominateur-, en sorte que si l'expression 
primitive de V est entière, non-seulement par rapport 
aux racines a, &, c, ...,/, fc, /, qui y entrent symétrique- 
ment, mais aussi par rapport aux coefficients /;i,p8i etc., 
qui peuvent aussi y entrer, l'expression définitive de V 
sera aussi entière par rapport à ces coefficients , et enfin , 
si ces coefficients sont des nombres entiers , V sera lui- 
même un nombre entier. Ce théorème important, que 
nous n'avions pas établi complètement par la méthode ex- 
posée dans la leçon précédente , se déduit immédiatement , 
comme on vient de voir, de la méthode de M. Cauchy. 

AppHcation à un exemple. Détermination du dev- 
nier teime de Véquation aux carrés des différences, — 
Je choisis cet exemple , pour montrer comment on peut , 
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par des artifices convenables, simplifier dans certains cas 
remploi de la méthode de M. Cauchy. Nous supposerons 
que l'on sache former le dernier terme de Téquation aux 
carrés des diflférences pour une équation du degré m — i , 
et nous allons chercher à en déduire la valeur de la mémo 
fonction pour une équation de degré m. Soient toujours 
a, i, c, . / . , fc, / les m racines de l'équation 

soient aussi 

\ z=z[a— byia-^cY [f^ — iy 

et 

V. = (^ - c)'^ (6 — r/)-^ (^' - 0' ; 

V sera le dernier terme de l'équation aux carrés des dif- 
férences des racines de l'équation (i), et V, le dernier 
terme de l'équation aux carrés des différences des racines 

de l'équation 

X 

= o. 



x*"-^ -h ... 4- a""-' = o , 
4- />. a"""' 
-+■ 









X — a 


ou 
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x'^- 


■' + /^. 
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-h a' 



m—\ 
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Cela posé , on a 

V = V, (û — h)-" {n — cY..,{a — /•) {a — ly. 

Or le produit (a — i) (« — c) ... (a — k) (a — /) est , 
comme on sait , égal à la valeur que prend la dérivée du 
polynôme X pour jr = a , c'est-à-dire à 

wrt"»-' 4- (/w — i )/>,«'""' -H. . .4-^m~. ; 
donc on aura 

V = V, [m rt»^' 4- {m — i) />, /ï"-' 4- . . . + /^«-. Y- 
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D'ailleurs , nous admettons qu'on sache exprimer la valeur 
de Vi parles coefficients de l'équation (2), c'est-*à-dire en 
fonction de a et des coefficients de la proposée; donc la 
fonction V pourra elle-même être mise sous la forme d'un 
polynôme ordonné par rapport aux puissances de a , et , 
en divisant ce polynôme par le premier membre de l'é- 
quation proposée , dans lequel on aura remplacé x par a , 
le reste de la division donnera la valeur cherchée de V. 

Cela posé, on sait calculer la fonction V pour une 
équation du second degré ; on pourra donc calculer cette 
fonction pour l'équation du troisième degré, puis pour 
celle du quatrième, et ainsi de suite. 

Cas du troisième degré, — L'équation proposée sera 

jf^ -+- px^ -^ qx -h r =z o y 

et Ton aura 

V=:\,(a^b)^(a--c-; 

V, étant relatif à l'équation du deuxième degré 

x^-hp 
a 



+ pa 



(V 



on a immédiatement 



V, = {p -\- af— ù^[q -\- pa -^ a") = — 3a'^7.pfi -h (p'—^q)'y 

d'ailleurs 

{a — à) {a — c) =z3(i^-\- 9.pa H- q, 
par suite, 

V= (— 3«'— 2pa-{- p' — 4<7) (3û'4- 2pa 4- q^ 



— 2'ja^ — 5^pa^ — 2']p^ 


rt* 4- 4/^" ^^ ■+• 4/^* 


rt'-f- J^p^q 


a-^p^q 


~Hi 


— 72/>7 —iSp^q 


— ï8pq' 


-4^3 



Divisant cette valeur de \ par a^ -\- pa^ -\- qa -^ r^ on 
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trouve pour quotient 

— 27^1^ — 2'] pa^ — 27 <7« -h (4/^^ -+- ^•7'* — ^^Pl)y 
et pour reste , 

— 47' — 27 r' H- iSpqr -{- p^q^ — 4/^^'*> 
ce qui est précisément la valeur de V que nous cherchons. 

Méthode d'élimination fondée sur la théorie des 

fonctions symétriques. 

Parmi les applications que Ton peut faire de la théorie 
des fonctions symétriques , Tune des plus importantes 
est, sans contredit, la méthode d'élimination que nous 
allons expliquer. 

Considérons deux équations , dés degrés m et n respec- 
tivement , contenant deux ou un plus grand nombre de va- 
riables X , y^ etc. , et entre lesquelles il s'agit d'éliminerx. 
Nous supposerons ces équations complètes , et leurs coef- 
ficients entièrement indéterminés , et les ordonnant par 
rapport kx^ nous les représenterons par 

(1) X^ -h /?, ^'•""' H- p-iOf^-'' +...-!- pm^x ^ + /?m = O , 

(2) X" + q^af"-'-^ q^oc^-^ 4-. . .4- q^^x + ^„ = o. 

Les coefl5cients/;i, pj, etc., ^1, ^2, etc., sont des fonc- 
tions entières de j^, etc. 

Désignons par a, &, c, . . . , /r, / les m racines de la 
première de ces deux équations , lesquelles dépendent 
de j et des autres variables , s'il y en a , et portons-les 
dans la seconde ; on aura ces m résultats 

3" 4- q, b"'' 4- q2 b"-' + . . . H- 7„_, ^ -h 9„ , 
f» 4- ^, c"-' -f. ^, c«-' 4- . . . H- «7„«, c -h ^«, 



(3) 



/« 4. ^, /«-t ^ q^ /«-»+. . . 4. ^„_, / H- q, 
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Cela posé , si l'on multiplie ensemble tous ces résultats , et 
que Ton désigne par V leur produit fil eat facile de voir que 

V = o 

sera Téquation finale résultant de Télimination de x entre 
les deux équations proposées. En effet, l'équation finale 
résultant de Télimination de x entre deux équations est 
simplement la condition nécessaire pour que ces deux 
équations aient une racine commune, et il est bien évi- 
dent que la condition nécessaire et suffisante pour que les 
équations (i) et (2) aient une racine commune, est que 
l'un des résultats (3), ou leur produit V, soit nul. 

D'ailleurs , V est une fonction symétrique et entière des 
racines de l'équation (i), qui contient en outre rationnel- 
lement les coefficients de l'équation (2) ; on pourra donc 
exprimer cette fonction rationnellement à l'aide des coef- 
ficients des équations (i) et (2). 

L'application de la méthode précédente à deux équa- 
tions , dont les coefficients ont des valeurs particulières , 
conduit toujours à la véritable équation finale , pourvu que 
ces équations contiennent la plus haute puissance de Tin- 
connue qu'on élimine. Cette méthode a , en outre, l'avan- 
tage de condui re à un théorème important, dont nous allons 
présenter la démonstration. 

Théorème sur le degré de V équation finale y résultant de 
V élimination d'une inconnue entre deux équations. 

Nous conserverons les notations employées dans le pré- 
cédent paragraphe ^ et nous supposerons toujours que les 
deux équations (i) et (2), l'une du degré m, l'aujre du de- 
gré /i, soient complètes, et que leurs coefficients, représentés 
chacun par une lettre, soient dans une parfaite indépen- 
dance. Alors les quantités p^ alq^ sont des fonctions entières 



r 
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du premier degré par rapport aux variable^j , etc. , qui en- 
trent dans les équations proposées *, pareillement , ps , ^a 
seront du second degré , et , en général , le degré des coeffi- 
cients de X dans les équations (i) et (2) sera indiqué par leur 
indice. Cela posé, nous allons démontrer le théorème 
suivant. 

Le degré de V équation finale résultant de V élimination 
d'une variable x entre deux équations complètes dont 
les coefficients sont indéterminés et indépendants les uns 
fies autres, est précisément égal au produit des degrés 
des deux équations. 

Considérons , en effet , un terme quelconque du produit 
des expressions (3) , par exemple 

ce terme se trouvera dans V, ainsi que la fonction symé- 
trique dont il fait partie. V est donc la somme d'expres- 
sions de la forme 

7„__oc'7„-6.. .9/,-; 2à^ ^'' ' 

en observant qu'il faut remplacer q^^^ par i , si a = w , 

et de même pour les autres. Or, d'après ce qui a été dit 
jJus haut, le fa<;teur ç'^^.gç ^„_g . . . 9„_; est du degré 

(/i — at)-^\n — 6)-H...-l-(w — ^) oumn — («-|-6-f-...-|-^) 
par rapport aux variables y^ etc. \ si donc nous faisons 

voir que le second facteur 2 ^ ^ . . . / est , par rap- 

port à ces mêmes variables j^, etc. , du degré a-f-6 -h . . . -f-i, 
il s'ensuivra que le terme de V que nous considérons 
est du degré mn , et que V est lui-même de ce degré. 
Les coefficients p^^p^^ etc., de l'équation (i) étant, par 
rapport à y^ etc. , d'un degré égal à leur indice , il en 
sera de même des sommes de puissances semblables 5,, 
j,, etc., de ses racines; cela résulte immédiatement des 

3 
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formulée de Newton. Ainsi , le degré d'une fonction sy- 
métrique simple telle que s^ est le même , soit que Ton 

considère s^ comme fonction de a, i, etc. , soit qu'on la 
considère comme fonction de y^ etc. Enfin , 51 ^* ^ . . . /^ 

peut s'exprimer à l'aide des sommes s^ par une formule 

entière qui sera du degré a -h 6 -h ... -4- A par rapport 
aux racines a, &, etc. , et qui sera, par con^^quent, aussi 
du même degré par rapport h j^ etc. Le théorème est 
donc démontré. 

Nous avons admis comme évident que les termes de 
degré m?i , qui se trouvent dans V, ne peuvent se détruire , 
tant qu'on laisse indéterminés les coefficients des équa- 
tions (i) et (2). Voici, au surplus, un moyen très-simple 
de le démontrer. 

Considérons les deux équations 

(i') [x -^ a, y -^ b,)[x -^- a^y -^ b^) . . . (jc 4- «m^' 4- ^«) =0, 
(2') [x 4- r, y + c^, ) (^ -f- ^2 7 + ^/i) . . . (^.-h c„ j 4- ^4 ) = o , 

entre les deux inconnues x et } , et qui ont pour premiers 
membres, l'une (i') un produit de m facteurs linéaires, 
l'autre (2'} un produit de» facteurs pareillement linéaires. 
L'équation finale résultant de l'élimination de x entre 
les deux équations (i') et (2') aura évidemment pour 
premier membre le produit des mn facteurs linéaires dont 
l'expression générale est 

(X et V pouvant prendre toutes les valeurs de i à tu et de 1 
à n respectivement^ et si on laisse indéterminées les 
quantités ûi, ii, Ci, rfi,. . . , cette équation finale sera du 
degré mn. 

D'ailleurs , cette équation finale doit être comprise dans 
Téquation V = o , ([ui est relative aux équations gêné- 
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raies (i) et (a)', donc cette dernière ne saurait être d'un 
degré inférieur à mn^ à moins qu'on ne suppose aux coef- 
ficients des valeurs particulières. - 

Si les coefficients des équations (i) et (2) ont des valeurs 
déterminées, on pourra toujours appliquer le raisonne- 
ment qui précède , pourvu que ces équations contiennent 
la plus haute puissance de l'inconnue qu'on élimine. 
On e8t*alors conduit à la proposition suivante, qui est 
générale. 

Le degré de V équation finale résultant de V élimina- 
tion d'une inconnue entre deux équations qui en contien- 
nent plusieurs, est au plus égal au produit des degrés de 
ces équations. 

Ce théorème a lieu encore , si les équations que l'on 
considère manquent de la plus haute puissance de l'in- 
connue qu'on élimine. 

Soient, en effet, deux équations entre deux variables x 
et jr, ayant respectivement m et » pour degrés et manquant 
du terme le plus élevé en x. En considérant xexj comme 
des coordonnées rectilignes , ces deux équations appar- 
tiendront à deux courbes , et le degré de l'équation finale 
résultant de l'élimination de y sera le nombre des points 
d'intersection réels ou imaginaires de ces courbes. Par 
conséquent, ce nombre ne changera évidemment pas, 
si l'on rapporte les deux courbes à d'autres axes de coor- 
données*, mais alors les nouvelles équations de ces deux 
courbes se déduisent des anciennes, en remplaçant x 
et y par des fonctions linéaires ax-^by^ a' x-^b'j^ et 
contiendront évidemment, l'une un terme en x'", l'autre 
un terme en x", à cause de l'indétermination àe a el a'\ 
le degré de l'équation finale en y résultant de l'élimina- 
tion de X entre ces nouvelles équations sera donc au 
plus égal à mn : par suite, le nombre des points d'inter- 
section des deux courbes ne pourra surpasser mn , et il en 

3. 
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sera de même du degré de l'équatiou finale résultant de 
Tel i mi nation de y entre les deux proposées. 

La même chose aura lieu si les deux équations propo- 
sées contiennent , outre x et y^ d'autres variables 1/ , ^, , . . . 
En effet, si l'on pose 

et que Ton considère ft , A', . . . , comme des paramètres, 
le raisonnement précédent s'appliquera aux deux équa- 
tions proposées, qui ne renferment plus que x et y. Par 
où l'on voit que l'équation finale en ^, -z , a, . . . , résul- 
tant de l'élimination de x , sera au plus du degré mn , si 
l'on y remplace z , z/ , . * . , par Ây, A'j^. . . , et cela , quels 
que soient ^, A',... 5 mais cette substitution ne change évi- 
demment pas son degré , lequel ne pourra donc , en aucun 
cas, surpasser mn. 

La méthode d'élimination par les fonctions symétri- 
ques, telle que nous l'avons exposée, ne donne pas le 
moyen de déterminer, dans la résolution de deux équa- 
tions simultanées , la valeur de la seconde inconnue, qu'il 
faut joindre à chaque racine de l'équation finale. M. Liou- 
vîlle a cherché à combler celte lacune , et il y est parvenu 
( tome Xn du Journal de Mathématiques pures et appli- 
quées) , conime nous l'indiquerons dans la leçon suivante. 
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Méthode de M. Liouville pour la résolution de deux équations à deux 
inconnues, en employant la méthode d'élimination par les fonctions 
symétriques, et en supposant connues les racines de Véquation finale. 
— Extension au cas d'un nombre quelconque d'équations entre un même 
nombre d'inconnues. — Méthode d'Abel pour déterminer la racine 
commune à deux équations. — Théorème de Lagran(;e sur les conditions 
nécessaires pour que deux équations aient plusieurs racines communes. 



Méthode de M, Liouvitle pour la résolution de deux 

équations à deux inconnues. 

Soient deux équations 

entre deux inconnues x cl y^ nous înlioduirons une 
autre variable f , telle que l'on ait 

(2) t =z X -{- OLY ou X ■=: t — a j, 

a désignant un paramètre indéterminé. En niellant, au 
lieu de x^ sa valeur t — aj, les équations proposées 
deviennent • 

Cela posé, nous éliminerons y^ entre les équalions (i^), 
par un moyen quelconque; nous obtiendrons ainsi une 
équation finale en f, renfermant le paramètre a, et nous 
la représenterons par 

(4) J^ (r, «) r= o ; 

comme pour « = o, on a / = jp, Téqualion finale en .r 
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qui résulterait de 1 élimination de y entre les équa- 
tions (i) sera d'abord 

(5) ^{x,o) = o. 

Voici maintenant comment on obtiendra la valeur 
de y qui correspond à chaque racine x de cette équation 
finale. Considérons f et a comme des coordonnées rec- 
tangulaires; Féquation (4) appartiendra à un lieu qui 
n'est autre chose qu'un système de droites réelles ou ima- 
ginaires, lesquelles seront aussi représentées par l'équa- 
tion linéaire 

OÙ Ton doit remplacer xçx y 3uccessivement par les divers 
couples de solutions communes*Saux équations (i). 

Considérons , en particulier, un couple de valeurs de x 
et y satisfaisant aux proposées , et la droite correspon- 
dante t=:x-^0Ly^ dont l'ordonnée à l'origine est OM=a: 
kfië* i)? et le coefficient angulaire tang MAO = y. 

Cela posé , supposons d'abord qu'à la valeur x que nous 
considérons ne corresponde qu'une seule valeur de j^ ; la 
droite AB sera la seule des droites représentées par l'équa- 
tion (4) 5 qui passera par le point M : en d'autres termes , 
la droite AB sera la seule tangente au point M du lieu que 
représente l'équation (4). Mais le coefficient angulaire de 
la tangente en un point quelconqne (^, a) de ce lieu s'ob- 
tient en dilFérentiant l'équation (4) ^ ce qui donne 



(6) 


d"^ d-^ dt 
da"^ dt doL . ^ ' 


d'où 


d-^ 
dt doL 

d. d^ ^"^''"' 



dt 

équation qui ne sera en défaut que si Ton a en même 



QUATRIÈME LEÇON. iQ 

rfj. (/J. ■ . ,- , 

iemps^ = o, — i-=o; ce qui lia lieu que. pour les 

poÎDtâ singuliers. Nous savoas, d'ailleurs, qu'au point M , 
qui a pour coordonnées ci = o et t = x, la tangente a 
pour coefficient angulaire ^; on aura donc • 

j- = +,(»,»), 

et notre problème est résolu. 

L'application de cette méthode exige un calcul plus 
long que si l'on se proposait seulement l'élimination de y 
entre les deux équations proposées ; car le premier mem- 
bre de l'équation finale (5) n'est que le premier Ecrmc 
de l'équation (4) ordonnée par rapport à a : mais on peut 
démontrer facilement qu'il n'est pas nécessaire de calcu- 
ler l'équation (4) tout entière, et qu'il suffit d'en con- 
naître les deux premiers termes. Imaginons, eu clfet, 
qne le polynôme '^(t,a) soit ordonné par rapport aux 
pidssances de a , de sorte que l'on ait 

et qu'on connaisse les deux premiers termes [j(') cl ni(/)i 
l'équation finale en x sera d'abord 

Ensuite on tire, en dilTérentiant l'équation (y), el déno- 
tant les dérivées Ji la manière de Lagrauge, 



(8; 


//« ~ °' 


/) +22H, (()4- . . ,; 


Joù 


t. :,, .;. = - 


n/l,+ »!.=.■/■.+ ... 




„•:,) + . o,((' + ... 


Cl, par 


conscquenl , 





-/fV 



Ifr 1 
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L'équation précédente fera connaître la valeur de y qui 
correspoiid à chaque racine x, et elle ne sera en défaut 
que pour les valeurs de x auxquelles correspondent plu- 
sieurs valeurs de y. C'est le cas que nous allons actuel- 
lement examiner. 

Supposons qu'à une même racine x de l'équation ( 5 ) 
correspondent deux valeurs de y que nous désignerons 
par y et y^ ; alors les droites AB, A,.Bi {fig* 2), repré- 
sentées par les. équations 

passeront par un même point M de l'axe OT : autrement 
dit , au point M , qui est un point de la ligne représentée 
par l'équation (4), îl y a deux tangentes à cette ligne, 

AB et Al Bi 5 on a donc en ce point -~ = o , -— = o ^ et 

dt , . . , , ^^ 

pour avoir la valeur de —, il faut diflérentier l'éqtrà- 

tion (6), ce qui donne, à cause de -^ = o, 

^^^ 'd^ '^^d^td^'^'dt^ \di) ^^' 

En faisant oc = o et t = x^ on tirera de cette équation 

deux valeurs de —, qui seront précisément celles de y 

et yi ] et l'on peut voir aisément qu'il suffit de connaître 
les trois premiers termes de ^(/, a). Différentions, en 
effet, les équations (8) ; on aura 

d'^ 



de' 
d'^ 

dôûdt 
d-]f 



=. m" (^t) -^ OLTS^ i t) + . , , y 

= cj', [l] -h 2 a ct'j [t) -\- . . . , 



-— ?. rr, , / •• 4- 



• • • 



dx 

D après cela, faisant dans l'équation (y) , ol-=.o ^ / = jt* , 
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— - = y. OU aura 

xs" (x) /' -i- 2 xn\ (a?) jr -f- 2 GT2 (j:) = o , 

équation qui a pour racines les deux valeurs y^iji-i qui 
correspondent à x. 

On voit, par là, comment il faudra opérer, si à une 
même valeur de x correspondent trois ou un plus grand 
nombre de valeurs de y. Je ne pense pas qu'il soit né- 
cessaire d'insister davantage. Remarquons seulement que , 
pour qu'à une valeur de x correspondent deux valeurs de 
jr, il faut que Ton ait en même temps 

ts' (x) = o , m, [x)=zo'y 

pour qu'il y ait trois valeurs de y correspondantes à la 
valeur de x, il faut, de plus, que l'on ait 

xs" [x) z=:0, vs\ (x) = O , CJa (x) = O , 

et ainsi de suite. Ces cas particuliers ne {>ourront donc ja- 
mais seprésenter que si l'équation finale a des racineségales. 

Extension au cas de plusieurs équations, 

La même méthode , où l'on peut éviter les considéra- 
tions géométriques que j'ai cru devoir employer pour plus 
de clarté, s'applique au cas d'un nombre quelconque 
d'équations entre un pareil nombre d'inconnues. 

Soient, par exemple, trois équations à trois incon- 
nues X, y y z^ savoir : 

(0 /(-^^j 7>2) = o, F(x, j, 2) = o, <p(x, 7, z) = o; 

on posera 

(2) f = X -h aj -h 63, 

t étant une nouvelle variable , a et 6 deux indéterminées . 
et l'on portera dans les équations (i) la valeur de x , tirée* 
de l'équation (2) : on.aura ainsi trois équations, 
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entre lesquelles on éliminera y ei z par un moyeu quel- 
conque (*). Soit 

(4) +(^«, ^) = o 

Tëquation finale en t ainsi obtenue \ on aura d'abord l'é- 
quation finale résultant de l'élimination de ^ et z entre 
les proposées , en faisant f=:a:, a==o,6 = o; ce sera 
donc 

(5) ^I;(ar,o,o) = o. 

Maintenant, pour avoir les valeurs j^ et ^ qui corres- . 
pondent à chaque racine x de cette équation finale, on 
différentiera l'équation (4) par rapporta a, puis par rap- 
port à 6 *, on tirera ainsi 

dt doL . , ^^ 

dt 

dt d^ « 

rfI=~^ = ^-'(''"''^- 
dt 

D'ailleurs, en différentiant l'équation (2), on a 

dt ^ dt 

faisant donc dans les équations (6) a = o, 6 = 0, / = x, 
on aura 

J =r|/, (^, O, O), Z= >j;j(x, O, O). 

Comme dans le cas de deux équations , il ne sera pas 
nécessaire de connaître les termes de ^J^(^, «9 S ) qui dé- 



(•) La méthode d'élimination par les fonctions fiymctriqucs sera éten- 
due, dans une prochaine iceon, au cas d'un nombre quelconque d't»- 
quations. 
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passent le premier degré en 0c et € •, car, si Ton suppose 

on aura 

£ = a,{t)+..., 

d^ 

— = u, (r) -f- . . . , 

^ = c'(.)-f-...; 

pai' conséquent , l'équation Gnale en x sera 

CT (a?) = o , 
et les valeurs de j^ et z seront 

Si à une même valeur x correspondaient deux valeurs 
de ^ et de z , les formules précédentes seraient en défaut y 
il faudrait alors opérer comme nous l'avons fait dans le 
cas de deux équations. Ces cas d'exception n'offrent au- 
cune difficulté, et je ne crois pas nécessaire de nous y 
arrêter davantage. 

Au lieu d'employer deux indéterminées a et 6 , comme 
nous l'avons fait, on peut se borner à une seule, et 
poser 

(7) r = xH- a/ H- a'z; 

on éliminera alors x^ j et z entre cette équation et les 
proposées , et Ton aura une équation Gnale 

(8) 4'(^«) = o. 

.L'équation finale en x s'en déduira, comme précédem- 
ment, en faisant a = o, / = .r', celte équation sera donc 
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Pour avoir y et z , on dilTcrenlicra deux fois Téqualion (7), 
par rapport à a ; ce qui donnera 

dt du 

Cela posé, en difTérenliant Téquation (8), on trouve 

d^ 
dt dcL 

(9) .■^ = -5='^'(''«^' 

dt 
à'oix 

(10) • X + 2a3 = ^p, (r,a); 

différentiant aussi cette équation (lo) par rapport à a , on 
aura 

d-ijy d-^x dt 
doL dt doL 

m • 

ou, en remplaçant — par sa valeur tirée de Téquation (9), 

Enfin, faisant a = o, r = x, dans les équations (10) 
et (11)9 on aura 

y r=z-^,[x,o), ?. 2 = 4/, [x, o). 

Il est facile de voir qu'il ne sera pas nécessaire de calculer 
réquation (8) entièrement, et qu'il suffira d'en connaître 
les trois premiers termes. 

Le problème dont nous venons de donner la solution , 
d'après M. Liouville, est compris, du moins lorsqu'il ne 
s'agit que de deux équations, dans un autre plus général 
considéré par Abel. Supposons qu'on ait deux équations 

f [x, y) = 0, F(.r, .r) = o, 



QUATRIÈME LEÇON. 4 5 

et qu'ayant élimine y par un moyen quelconque, on ait 
trouvé cette équation finale 

CT (a;) = o ; 

cette dernière exprimant la condition pour que les deux 
proposées où y sera alors Tinconnue aient une racine 
commune , la recherche de la valeur de y^ qui correspond 
à une racine de l'équation Gnale en x^ est ramenée à 
trouver la racine commune y aux deux équations don- 
nées. C'est précisément la question qu'Abel s'est pro- 
posée , et qu'il a résolue dans un Mémoire publié dans les 
Annales de Mathématiques de Gergonne , tome XVII , et 
qui ne fait pas partie du Recueil de ses œuvres complètes. 
Nous allons exposer sommairement l'analyse de ce grand 
géomètre. 

Méthode d'Abel pour déterminer la racine commune 

à deux équations. 

Quand deux équations ont une racine commune , on 
peut déterminer cette racine par la méthode du plus grand 
commun diviseur; mais on peut aussi, comme Abel l'a 
fait voir, former immédiatement l'expression de cette ra- 
cine commune par la méthode des fonctions symétri- 
ques : on peut encore , par le même procédé , déterminer 
une fonction rationnelle quelconque de cette racine com- 
mune. 

Soient les deux équations 

i») f{x) =x"' + Pi 7'"~' -+- p-^y"^' + • • • -^pm-x y+Pm = o, 

12) F (r) = J" -h ry, j"-' +.y, j"-' 4-. . .4- çr„_, y 4- 7„ = o, 

qui ont une racine communeyi, mais qui n'ont que cette 
seule racine commune, et proposons-nous de calculer 
une fonction rationnelle et entière «p (y,) de celte racine. 
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Désignons par Ji, Js) • • • 5 y» les n racines de l'équa- 
tion (2) 5 et portons-les dans le premier membre de l'é- 
quation (i)f(j) 5 on aura ces n résultats 

dont le premier est nul. Faisons ensuite les produits 
n — I à /i — I de ces n quantités , et désignons générale- 
ment par R^ui celui de ces produits qui ne contient pas le 
facteur /(y^) ; les quantités 

seront toutes nulles , à l'exception de la première. Cela 
posé , on aura identiquement 

R,(p(/,) = R,(ï>(7,) -f-R2(p(rOH-R3 9(r.O +-..-^R«?(rn) 

Ri =: R, -f- R3 -\- R3 -f- . « . -f- Rm ^^^^R , 

d'où, par la division, 

T(r.)-— 2-g— . 

le signe \^ s'étendant à toutes les racines de l'équa- 
tion (2). On voit que cette expression de 9 ( > 1) est une 
fonction symétrique et rationnelle de toutes les racines de 
l'équation (2) , et, par conséquent , on pourra la calculer 
par l'une des méthodes que nous ayons exposées. 

Tel est le principe de la méthode d'Abel •, mais on peut, 
par un artifice ingénieux qu'il a indiqué, simplifier no- 
tablement le calcul de la fonction cf (j'i). Soit (y) une 
fonction rationnelle quelconque dont nous nous réser- 
vons de déterminer ultérieurement la forme ; on aura , de 
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même que prëcédemmeut, 

Ri 9 (r.) f (r.) = ». (y.) <p (r.) + ».9 (jO ? UO + . . . 
R, 9 ( j, ) = R. 9 (/■ ) + R» e (x,) 4- . . . 4- R„ 9 (r«) 

d où, par la division , 

Cette nouvelle expression de y (j^i) est, comme la précé- 
dente^ une fonction symétrique des racines de l'équa- 
tion (2) et pourra être calculée de la même manière; mais 
elle devient plus simple, comme on va le voir, en dispo- 
sant convenablement de la fonction indéterminée 0(j). 
Nous désignerons par F' (j) la dérivée de F ( r) , et nous 
poserons avec Abel, 

la valeur de (f (ri ) sera alors * 

2 Ry(j ) 
F ' ( r ) 



y— 



Cela posé , les quantités Ri, R«, . . . , R„ peuvent s'expri- 
mer rationnellement, la première à l'aide de j,, la se- 
conde à l'aide de ju etc., la dernière à l'aide de y„. 
En effet, R^ est une fonction symétrique des quantités 
Jxtï^'i " ' yjn'i excepté j^ui, c'est-à-dire une fonction sy- 
métrique des racines de l'équation 



?' — .» 
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OU 






R/A pourra donc s'exprimer sous forme rationnelle et en- 
tière à l'aide de y-fj, et des quantités toutes connues qui 
entrent dans les équations (i) et (2), de la manière 'sui- 
vante : 

En outre , par Fun des procédés indiqués dans la deuxième 
leçon, on pourra chasser de l'expression de R^ toutes 
les puissances àejfj, supérieures à la (ti — ly^me^ ^^^ sorte 
que la valeur de R^ aura finalement cette forme : 

(3) R^ = pa -+-p. //A -I-P2 /;! + ...■+- p«-. y^'-y 

et l'on déduira de cette équation les valeurs de Rj, 
Rj{, . . . , R„, en donnant successivement à l'indice /ut les 
valeurs i, 2, 3, . . . , /?. 

La quantité R^u y {jfi) pourra également s'exprimer 
par un polynôme entier et rationnel par rapport à j^^ de 
degré n — i , A qu'on calculera aisément quand Ra sera 
trouvé : soit donc 

Mais par un théorème connu (*), si ^[j) désigne un 
polynôme quelconque du degré n — i , la somme 

étendue aux racines r,,) 2, . . . , j„ de l'équation 

F(r) = o, 



(•) Ce théorème, qui résulte de la théorie de la djécom position d'une 
fraction rationnelle en fractions simples , sera démontré dans la leçon sui- 
vante. 
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a pour valeur le coefficient de y"~' dans '^{j) ; on aura, 
d'après cela, 

et, par suite, 

(4) ?(r.) = 7=^- 

Pn-i 

Il suffit donc, pour avoir la valeur de notre fonction 
entière ^(j^i), de calculer les coefficients de j^""' d^ns 
Ryi et Rytx (fiffi.)' Pour une autre fonction entière ^(/i), 
on aurait pareillement 

Pn-i 

T„_i désignant le coefficient de j^""* dans R 4> (y ) ; et, 
par suite , pour une fonction rationnelle , , , on aura 

?(ri) '«^i 

Si l'on veut seulement calculer j^i, il faudra faire 
(f(ji) =jKi dans l'équation (4)', *«-.! sera alors le coeffi- 
cient de y"""' dans R y : or, en multipliant Féqua- 

tion (3) par y , on trouve 

et, en chassant y" à Taide de Féquation (2), 

on aura 

n— 1 



R-. r„ = • • •-*- C;,-, — -7' p„_,) r,; 



> 
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et , par suite , 

tn^t = Pn-7 — ^iP/i-« 9 

la valeur de ji sera donc 

^ __ pn-2 gi pn-i __ pn^7 

J^ — çr,. 

pn-i Pn-l 

Par où Ton voit qu'il suffit, pour avoir y, , de calculer 

dans R les coefficients de j^]J7' ^^ ^^ J^I~'* 

C'est ici l'occasion de mentionner un beau théorème 
que Lagrange a démontré dans son célèbre Alànoire in- 
séré parmi ceux de l'Académie de Berlin pour 1770 et 
1771, et qui est relatif aux conditions nécessaires pour 
que deux équations aient plusieurs racines conununes. 

Théorème de Lagrange sur les conditions nécessaires 
pour que deux équations aient plusieurs racines com- 
munes. 

L'objet de ce théorème est de faire connaître les condi- 
tions pour que deux équations algébriques aient deux, 
trois , etc. , racines communes , quand on connaît la condi- 
tion pour qu'elles en aient une. Voici en quoi il consiste. 

Si V = o exprime la condition pour que deux équa- 
tions algébriques 



/(.r) = a?"-f-/>,«^*-f-/?2 «""■'-+- . . . -+•/?«_» a:-h;7« = o, 

# ■■■'• 

Y [x)=iaf' -^ qx a?^' -I- q2 ^■~' -H ... -h 7«-i J? -h ^a = O, 

aieîit une racine commune ^ V désignant une fonction 
entière des coefficients p^, p^^ . . . , ^1, ^sv * * 9 ^^^ condi- 
tions nécessaires pour deux racines communes seront 

V = o et - — z= o , 
ou hien 

\ =r o et -—- == o ; 
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pareillement les conditions nécessaires pour trois racines 
communes seront 

dV d'v" 

V = o, -—~o, —^=o, 

ou bien 

V = o ^ = o — ^ = o 

' dq„ ' dffi ' 

et ainsi de suite; en sorte qu'on obtiendra les condi- 
tions nécessaires pour [j. racines communes, en joignant 
à l'équntion nécessaire pour une seule racine commune 
les fe — I équations qu'on en déduit en la differentiant 
fi. — 1 fois par rapport au dernier terme de l'une des 
deux équations proposées. 

Voici comment Lagrangc a démontré ce théorème. Re- 
marquons d'abord qa*oii obtiendra la condition 

néAssaire pour queies équations 

(,) ■ /W = o, FW=o 

aient une racine commune , en éliminant x entre ces deux 
équations. Cela posé, consîSérons les deux équations 

qui ue diflèrenl des équations (i) qu'en ce que le der- 
nier terme p„ de la première est remplacé par p,„ — ^; 
un obtiendra iVquation finale résultant de l'élimination 
de X entre les ë^iiations [2) eu faisant ce même change- 
ment de ^^ en p^ — y dans l'équation V = o; celte équa- 
tion Hoale sera donc , d'après le théorème de Taylor, 



dV rf'V r' 



(3) 

Pour que les équations (1) aient une, deux, trois, cic, 

4- 
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racines communes , il faut et il suflSt que Téquation (3) 
en y ait une, deux, trois, etc., racines nulles, c'est-à- 
dire que l'on ait 

V = o, ;r- = o 
pour deux racines communes^ que l'on ait, en outre. 



^î. 



= G 



dp, 

pour trois racines communes , et ainsi de suite. 

Exemple. — La condition pour que les deux équations. 

3C^ -\- px^ -\- qx -r- r ■=. Q ^ 
Zx"^ -\- ipx '\- qz=.o 



(4) 



aient une racine commune, est 

(5) ^q^ + T.'jr^ — iSpqr — p^q^ -\~ ^p^ r = o; 

on obtiendra donc les conditions nécessaires pour deux 
racines communes, en joignant à Téquation (5) celle 
qu on en déduit par la difïérentiation relative à ^ ou à r. 
En différentiant par rapport Ji r, on trouve 

(6) 27/- — 9/?9r -f- 2/7*=:0. 

Les équations (5) et (6) expriment ainsi les conditions 
pour que la première des équations (4) ait deux racines 
communes avec sa dérivée, c'est-à-dire pour qu'elle ait 
trois racines égales. 
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Développement en fractions simples, d'une fraction rationnelle dont le 
dénominateur n'a pas de facteurs multiples. — Démonstration d'une 
formule d'analyse. — Méthode de M. Liouville pour former le dévelop- 
pement d'une fraction rationnelle. — Cas des fractions rationnelles dont 
le dénominateur a des facteurs multiples. 



Nous nous sommes afpÈtféj dans la dernière leçon, 
sur une formule que Ton peut déduire de la théorie de 
la décomposition des fractions rationnelles en fractions 
simples, ou qui, inversement, peut être prise pour le 
point de départ de cette théorie. Nous allons étudier en 
détail ce double point de vue. Nous commencerons par 
établir le développement en fractions simples d'une frac^ 
lion rationnelle dont le dénominateur n'a pas de facteurs 
multiples , et nous en déduirons la formule dont nous ve- 
nons de parler. Nous donnerons ensuite , de cette même 
formule, une démonstration directe due à M. Liouville, 
et nous exposerons la méthode qu'il en a déduite pour 
former le développement d'une fraction rationnelle. Nous 
ferons voir, enfin, comment on peut passer du cas des 
fractions rationnelles dont le dénominateur n'a que des 
facteurs simples , au cas des fractions dont le dénomina- 
teur a des facteurs multiples. 

Dci^eloppenient d^ une fraction rationnelle en fractions 

simples, 

Théoueme. — Soient 

f(x) z=z[x — a)[x — b) [x — c). . .(x — /) 
un polynôme du degré m dont toutes les racines a^ b^ 



r 
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c^ . , .^ l sont inégales, et F [x) un polynôme du degré 
m — 1 au plus\ il y aura un système de valeurs des 
constantes A , B , G , . . . , L , tel que Von aura identi- 
quement 




F(jr) ABC L 

f\x) X — a X — b X — c X — l 



ï^ .et_ïl ny en aura quun seul. 

r-^ L'équation (i) peut s!écrire ainsi : 



X — a x— '^' X — / 

- et si Ton admet qu'elle soit identique , elle sera satisfaite 

quand on donnera à x les valeurs a,i, c,...,/^ mais 

' pour x=a^ tous les termes du second membre sont nuls , 

à l'exception du premier A ^ ' , qui se réduit à Af{a) : 

On a donc 

F(«) = A/'(«), d'oft A = |j^^. 

L'équation (a), ou, ce qui est la même chose, Téqua- 
tion (i) ne peut donc avoir lieu identiquement que si 
Ton a 

ces valeurs de A , B, etc. , sont les seules qui puissent rem- 
plir la condition demandée. Pour prouver qu'elles la rem- 
plissent en effet, remarquons qu'en les adoptant, l'équa- 
tion (2) sera satisfaite pour les m valeurs a, i, c,. . . , / 
de a:, et sera par conséquent identique, puisque son de- 
gré est m — I au plus : d'ailleurs, les valeurs trouvées 
pour A, B, etc. , sont finies, car les racines «, &, etc. , 
sont inégales. On a donc le développement suivant pour 
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la fraction rationuelle 






F(*) _ _FW. _L_ ^ ?W_ _i_ ^ , v(i) 



+ ... 



/(x) ^ ' f{n)x — a • f[b)x—b ' ' J'{l)x — l 

On voit que, dans ce cas, le dëveloppement conserve la 
même forme; il faut seulement ajouter le quotient en- 
tier de la division du numérateur par le dénominateur. 

Démonstration d'une formule d'analyse. 
L'équation 

ayant lieu identiquement si F est de degré inférieur à J\ 
les coefficients de x'"~* sont égaux dans les deux mem- 
bres \ si donc on désigne par P le coefficient de .x"*~' dans 
F(j;), on aura 



> ■ ■: -'» 



Supposons maintenant que le numérateur de la fraction 

rationnelle }, ^ soit de degré supérieur à celui du déno=- 

minateur. Désignons par ts{x) le quotient de la division "^ 

de F(j:) par/(x), et par (f[x) le reste : on aura 

mais, à cause de F(a:) = cy (:r) f[x) H- y (x), on a 

yM = F(«), ^(^) = F(6),..., 
donc 
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OU 

Dans cette formule, f{3c) désigne un polynôme quel- 
conque de degré m , dont le premier terme a pour coeflS- 
cient l'unité, y (x) sa dérivée, et F(a:) un polynôme 
quelconque de degré inférieur à m , dans lequel le coeffi- 
cient de ^~* est égal à P. Quant au signe 2!> îl s'étend 

à toutes les racines dey*(j:) = o. Cette formule est celle 
sur laquelle nous nous sommes appuyé dans la leçon pré- 
cédente , et que nous avions admise sans la démontrer. Si 
le polynôme F (pc) est du degré m — 2 au plus , on aura 
P = o , et , par suite , 



2 



^w ^ „. 



Méthode de M. Liou^ïlle, 

M. Liou ville a déduit de l'équation précédente un 
moyen ingénieux de présenter la théorie de la décomi- 
position des fractions rationnelles (*). Nous allons ex- 
poser ici cette méthode. 

Soient J{3C) et F (jc) deux polynômes des degrés m et 
m — 1 respectivement , ayant pour valeurs 

f(x) = x"" -\- px^-' + . . . , 
F(a') = P^-' H-. . ., 

et considérons Téquation 

(i) /(x) + aFW=o, 

où a désigne une indéterminée qui n'entre ni dans y, ni 

( *) Journal de Mathématiques pures cl appliquées , tome XI , page .'162. 
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dans F 5 représentons par la notation ^^x la somme 
des racines de l'équation (i), ou aura 

(2) 2^ = — />--Pa, 

et ces racines étant des fonctions de a , on aura , en dif- 
férentiant Féquation (a) par rapport à <x , 

On a aussi, en différentiant l'équation (i) par rapport 
à a , et dénotant les dérivées à la manière ordinaire , 

[/'(^)^-aF(a;)]g + F(^) = o; 

d'où 



doc /'(x)-f.ar(x) 

On pourra donc écrire l'équation (3) de la manière sui- 
vante : 

Dans cette équation , le signe 7 s'étend à toutes les ra- 
cines de l'équation (i) , et l'on peut considérer a comme 
une quantité entièrement arbitraire-, faisant donc a = o, 
on aura 

le signe ^ s'étendant alors aux racines de l'équation 

/W = o. 
Si y étant toujours du degré m , F n*est que du degré /// — 2 



58 CINQUIEME LEÇON. 

au plus 9 P sera nul , et Ton aura . 

Voici, maintenant, comment M. Liouville déduit de 
cette dernière formule le théorème relatif au développe- 
ment d'une fraction rationnelle. 

Soient F [pc\ un polynôme du degré m — i au plus ,/(x) 
un polynôme du degré m , tel que 

et posons 

9 

le degré du polynôme 9 (x) surpassant de deux unités au 
moins celui de F(:r), on aura, d'après le théorème qui 
vient d'être établi , %' 



= o 



ou , comme a , i, c , . . . , Z et f sont les racines de (f {x) = 0, 

¥(t) ¥{a) ¥(b) .*'(')_„ 

Cela posé, en différentiant Téqualion 

«p(ar) = (a: — 0/W» 
on trouve 

on aura donc 

et 

v'(«)=(«-0/'(a), ,'(b) = {b-t)f'{b) 

D'après cela , l'équation (4) donnera 

~r~ "TTTTT . f ~i • • • 



m .f'(a)t-a ' /'(h)t-b f'[l)t-l 
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ce qui est précisément la formule à laquelle nous avons 
été conduit par la première méthode. 

Cas des fractions rationnelles dont le dénominateur a 

des facteurs multiples, 

« 

Du développement que nous venons de trouver pour 
une fraction rationnelle dont le dénominateur n^a que des 
facteurs simples, on peut déduire celui d'une fraction 
dont le dénominateur a des facteurs multiples , en em- 
ployant un artifice qui nous a déjà servi dans une précé- 
dente leçon. ■'<i:^^y 

Supposons, par exemple, que parmi les m racines 
a, i, c, . . . , ft, /dé l'équation f(x) = o , deux soient 
égales entre elleis, que Ton ait i = a , mais que toutes les 
autres soient inhales et différentes de a, et soit toujours 
F(x) un polynôme de degré inférieur à celui def{x)-^ il 

s'agit de trouver le développement de la fraction -^t-A' 

Nous prendrons d'abord, au lieu def(x)^ un polynôme 
(f(x)^ qu'on déduira de f(x) en remplaçant l'une des 
deux racines a par une racine peu différente « -t- A ; nous 
poserons, en un mot, 

/[x) (x — a — h) 



?W=* 



X — a 



et alors nous aurons pour le développement de la frac- 

. F(x) 
tion -H» 

F{x) __¥{a)i Fia-hh) i F(/) i 



? W ?' (^) "^ — ^ (o' [a-i- h)x — a — h ' ' «p' (i) x — / 
On a d'ailleurs 



X — a — h X — a (.r — 'r/)- {x — a) 



— f- • • • f 
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donc 

? w L ?' w f ' (rt 4- A) j ^ — rt 

+ ii(i±i) r_î_ . _j_ . 1 



(p' (c) a: — c y' (/) jc — / 

Mais la dérivée y' (:r) de (f (x) a pour valeur 

d'où , en faisant successivement j: = aet x = a-^-k^ et 
se rappelant que f{x) a deux racines égales à a , 

?(^) = y ¥ // + /!;= j^-_ — -, 

<în négligeant dans (p'(a-4-/i) les puissances de h supé- 
rieures à la première. On aura , d'après cela , en négli- 
geant partout les puissances de h supérieures à la pre- 



• * 



miere , 



F{x) ___ 2 [ F( ^-f-// ) — F (^)'[ 1- 2 F {a) i_ _ 

F(c) I F{/) I 



<p'(r) .r — c ?'(0 «^ — ' 

Cette égalité n'est pas exacte, mais elle le sera à la limite 
pour A = o , auquel cas (f(x) =:f(pc) -, on aura donc 

F(x)__ 2F(^) . 2F(«) I F(r)_^ 

/(^) /"(.z) x^a'^ f'\a) ix - ./)-^ ^ f\c^ x^c '' - 

On voit aisément comment il faudrait opérer dans le 
ras où X(.* ) aurait trois ou un plus grand nombre de 
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racines égales à a. Mais nous n'insisterons pas davantage 
sur cette méthode, de laquelle il ne semble pas qu'on 
puisse déduire un procédé commode pour déterminer gé- 
néralement l'expression algébrique des différents termes 
du développement; il nous suffit d'avoir montré, par ce 

qui précède, que le développement àe/~r^y dans le cas 

où les racines àe f[x) sont inégales, n'est pas aussi par- 
ticulier qu'on aurait pu le croire , et qu'il renferme im- 
plicitement tous les cas. 
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Théorie générale de la décomposition des fractions rationnelles en fractiflpi 
simples. — Théorèmes sur la possibilité du développement. — Méthadfls 
pour former le développement. 



Théorie générale de la décomposition des fractions 
rationnelles en fractions simples. 

Nous avons étë conduit naturellement, par une ques- 
tion incidente, à nous occuper de la décomposition des 
fractions rationnelles en fractions simples. Les détails 
dans lesquels nous sommes entré à ce sujet, suffisent 
pour l'objet que nous avions en vue ^ mais la théorie de&. 
fractions rationnelleç est si importante, et ses applications* 
dans l'analyse mathématique si variées , que je croîs util^ 
de la reprendre ici, en lui donnant tous les développe — 
ments qu'elle comporte. 

Nous commencerons par établir qu'une fraction ra — 

F (a:) 
tionnelle -—-t? dont les deux termes sont des polvnôme^ 

quelconques premiers entre eux, est décomposabie exi 
une partie entière (qui peut être nulle), et en plusieuK*s 
fractions simples à numérateurs constants , ayant pour 
dénominateurs les diverses puissances des facteurs li- 
néaires qui peuvent diviser le polynôme f{xi). Nous 
démontrerons ensuite qu'une fraction rationnelle- -n'est 
décomposabie ainsi que d'une seule manière*,;" et 
nous indiquerons enfin le moyen de former son déve- 
loppement. 
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T^^éorèmes sur la possibilité du dév^eloppement d'une 

fraction rationnelle. 

Théorème I. — Si a désigne une racine de l'équation 
y*(cr)=:o, a son degré de multiplicité, en sorte que 
rît/Ên ait 

f[x)=z{x'-àf'f,[x), 
fx ^jc) étant un polynôme non diy^isible par x — a , la 
f^<tzction rationnelle -7f\ pourra toujours être décom- 
r^^ysée en deux parties de la manière suii^ante : 

F(x) ^ A ^ F.(^) • 

■A. étant une constante, et Fi [x] un polynôn% entier et 
^"CLtionneh 

En effet , on a îdentiquement, et quel que soit A , 

F(x) ^ , F(x ) ^ A ^ F(^)-^A/(x) ^ 

/ W (^ _ af / {x) [x - af (x - aff, [x) ' 

* et pour que le deuxième terme du second membre ne 
Contienne à son dénominateur que la puissance a — i 
du facteur j? — « , il faut et il suflSt que le numérateur 
P(a:) — hfx [x) s'annule pour x = a. Posons donc 

F(û)-A/(/ï) = o, d'où ^ = ^M\ 

/« W 

cette valeur de A sera finie , puisque yi (a) n'est pas nul, 

et si Ton fait 

F{a:)-A/.(j:) = (x~û)F.(x), 
on aura 

¥{x) __ A F. [x) 

t'c qu'il fallait démontrer 
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Corollaire. — Fyii appliquant le même théorème à la 

F, Ix) 
fraction ^-^ » on pourra la mettre sous la 

(jc — a) fi (jr) 

forme 

A, F,{:r:) 



——————— ■ ^ 

{x — «)" {x — af / {x) 

Al étant une constante et Fj(a:) une fonction entière; 
seulement ici Ai peut être nulle, car Fi(a:) peut admettre 
le facteur x — a. En continuant ainsi, on voit que la 

fraction rationnelle r—^ peut être décomposée de la ma- 
nière suivante : 

!>) = ^W ^ A ^ A. _^ ^^ 

/W ^ — aff, (x) (x-af {x-af~" 

X — a fi{x) 

A, Al, At, etc., étant des constantes finies et détermi- 
nées dont la première n'est pas nulle , et F^ [x) une fonc- 
tion entière. 

Soient maintenant b une seconde racine de f(x) = o 
et S son degré de multiplicité, en sorte que l'on ait 

/,{x) = {x-bfMx); 

F {x) 
en appliquant la formule précédente a la fraction " ? 

on aura une valeur de la forme 

F„W.^ F«(-^) ^ B B, 

/•W [x-bff,{x) [x-hf (x-bf" 



X 



— b fi w 
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et, par suite, 

H ë H F~^ -h ... H F + -Trrr-î 



6 ' ' -N^-' o?-^ • /,(^) 



B, Bi, etc., étant des constantes déterminées dont la pre- 
mière n'est pas nulle, et Fg {x) une fonction entière. 
Il r^lftllé de là , qu'en général , si Ton suppose 



6 



y(x) = (x — a) [x -^ b) . .-. (x — c)^ , 

'a fraction rationnelle -jr-^ pourra être développée de 1; 
ii^iiière suivante : 



^0L—\ 



K ix) _ A A. 

B B, Bê- . 



"T" fi ""1 : p ~ T" • • • "T" 1 ' 



C, - S-i 



[x — c) \x — c)' 

\ ^, Â|, . . . , B, Bi, . . . , c, Cl, . . . , étant des constantes 

- I finies, et E(x) une fonction entière. C est précisément la 

I proposition qu'il s'agissait d'établir. 

I Au lieu de s'occuper d'abord des fractions simples re^ 

I latives à la racine a, on aurait pu commencer par celles 

I <pi se rapportent à une autre racine, & par exemple ; mais , 

I comme nous allons le faire voir, on aurait toujours trouvé 

I k même développement. 

I Théorème II. — Une fraction rationnelle n'est dé' 
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conipo sable que (Vune seule manière en une partie en* ■ 
tière et en fractions simples. 

Supposons qu'on ait trouvé deux développoments d'un^ 
même fraction rationnelle , 



B 



(.r — a) [x — b) 



-:f- ... + E(*) 



et 



-p-4-...H g7 -I- . .-hE'(j:); 



[x — a) [x — b) 

on aura 



A' 
E(ar) = ; 4- ... -4- E'(jr). 



[x — à) {x — a) 

Cela posé, a et a' étant respectivement les exposants des 
plus hautes puissances àe x — a , dans les deux membres, 
je dis que ol = ol' et A = A'. Supposons, en effet, que» 
et a' soient inégaux et que a soit le plus grand; tirons de 

A 
l'équation précédente la valeur de , et réduisons 

[x — af 
tous les autres termes au même dénominateur ; on aura 

A __ ^{x) 



(. 
ou 



(jc^af (x^af-'^i'^y 



(f et ^ désignant des polynômes dont le second n'est pas 
divisible par x — a. D'ailleurs A est une constante ; il faut 
donc qu'elle soit nulle , car Féquation précédente donne 
A = o pour X = a. Si donc A n'est pas nul , on ne peut 
supposer a^oc\ et Von ferait voir de même que, si A' 
n'est pas nul , on ne peut supposer non plus a <^ a' ; on a 
donc a = a'. Je dis maintenant que A = A'. En effet, de 



SIXIÈME LEÇON. ' 6^ 

tX[uatioii entre les deux développements on lire^-a , ol 
'*ant égal à a, 

DU 

ç et ip étant , comme précédemment , des polynômes don 
le second n'est pas divisible par x — a\ comme A — A' 
est constant , et que sa valeur est nulle pour a: == a , 
d'après l'équation précédente , on aura A = A'. 

Les termes qui renferment la plus haute puissance de 
X — a en dénominateur^ dans les deux développements , 
étant égaux enti'e eux , on pourra les ôter de part et d'au- 
tre, et les deux restes seront égaux. En raisonnant sur eux 
comme sur les proposés , on fera voir que les termes qui 
contiennent en dénominateur la plus haute puissance du 
même -binôme x — a , ou d'un autre binôme, soni aussi 
égaux entre eux; et en continuant ainsi, on prouvera 
que les fractions simples des deux développements sont 
égales chacune à chacune : il en résultera par conséquent 
Tégalité des parties entières £ (x) et E^ (x). 

Corollaire. — La partie entière du •développement 

d'une fraction rationnelle -77— en fractions simples étant 

indépendante du moyen qu'on emploie pour faire ce 
développement, on l'obtiendra en faisant la division de 
F(a:) par/'(jc) \ car si ç(x) désigne le reste de celte divi- 
sion, R(j?) le quotient, on aura 

Ji«, le degré de y(jr) étant moindre que celui de /'(t), le 

5. 
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dëveloppenient de y—- ne contiendra évidemment pas de 
partie entière; donc, etc. 

Méthodes pour former le déi>eloppement d'une fraction 
rationnelle en fractions simples. 

Le corollaire du théorème I, par lequel on démontre 
la possibilité du développement, donne aussi le moyen 
de former ce développement. Ainsi, dans le cas où les 
exposants a, 6, . . . , y se réduisent tous à Tunité, on en 
déduit aisément la formule que nous avons obtenue dans ^ 
la leçon précédente, mais , ce cas simple excepté , VemploL^ 
de ce procédé exigerait des calculs fort pénibles. 

On peut aussi employer la méthode des coefficients 
indéterminés; il faut alors calculer la partie entière dLz:: 
développement au moyen de la division du numérateu » • 
par le dénominateur, et l'on n'aura plus qu'à développe m' 
une fraction , dont le numérateur est de degré inférieur 
à celui du dénominateur; on égalera cette fracltonav 
développement dont les coefficients seuls sont inconnus; 
on chassera les dénominateurs, et en égalant les coef- 
ficients des mêmes puissances de x dans les deux mcm^ 
bres, on obtiendra une série d^équations qui serviront à 
déterminer les c'oefficients du développement. 

Exemple. — Soit à développer la fraction rationnelle 

— , r en fractions simples. ' 

On posera 

I A B C D 

--\ = — , + — H h 



x^{x — i) x"^ X'^ X X I 

d'où, en chassant les dénominateurs, 

I = A (j? — 1 ) + B (.r ' — ^) + C (j:' — .r ») -H D jp^» 
= — A 4- (A — B).r -+- (B — C)jf' -i- (C 4- D)ar\ 
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^^ y par conséquent , 

— A=i, A — B = o, .B — C=: o, C-f-D = o, 

A = — I, B=: — 1, C = — I, D=i, 

^^, par suite, 

1 I 1 I I 



x^ (jc l) X^ X"^ X X — 1 

Nous allons indiquer une autre méthode qui n^exig^ 
^ue l'emploi de la division algébrique. 

Soit la fraction rationnelle -tt-t , dont le dénominateur 
J (r) a pour valeur 

f(x) -=: [x — d) (x — é>j . . . (a? — c)^\ 

cette fraction n'étant susceptible que d'un seul dévelop- 
pement , on peut chercher, à part la partie entière , les 
fractions simples qui répondent à la racine a , puis celles 
qui répondent à la racine &, etc., et faire ensuite la 
somme de tous les résultats partiels ainsi obtenus. 

La partie entière E(j:) s'obtiendra par la division de 
V\x) pary (t) •, voyons commeiU on peut obtenir les frac- 
tions simples qui répondent à chaque racine , à a par 
exemple. Soit 

Posons X ■=' a-^li^ ordonnons les polynômes F (a -h K) 
et J\ {il -f- 11) par rapport aux puissances croissantes de //, 
et faisons la division du premier par le second , en ar- 
rêtant le quotient au terme du degré a — i en A ; soient 



a — i 



A -4- A,// -+- kjC H-. . ,^k^_Ji 
f-e quotient, et /< R le reste qui contient h à tous scS: 
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termes , eu sorte que R désigne iei une fonction entière 
de h\ on aura 

Remplaçons dans cette égalité h par sa valeur x — a, 

puis divisons les deux membres par [x — a) , et remar- 
quons enfin que R se réduira à une fonction entière de j:, 
'.- F {x) ; on aura 

F(.r) _ FfjT) 

A . A. . A, . . A^.. _ F» 



{x^af [x-^af [x^af'"" ^^^ /»(^: 

FW 
d'où il suit que la partie du développement de -tt-o 

est relative à la racine a , sera 

A Ai A 



« / v« — I 



(j7 — a) [x — a) X — a 

On pourrait déterminer ainsi, indépendamment les une» 

des autres , les parties du développement qui se rapportent 

aux diverses racines , mais il sera plus simple d'appliquer 

F (x) 
la même méthode à la fraction "^ qui complète le* 

termes déjà trouvés ^ on obtiendra ainsi les termes qui se 
rapportent à une. seconde racine, et une troisième frac- 
lion sur laquelle on continuera l'opération . 

La méthode précédente a surtout l'avantage de faire 
connaître l'expression algébrique des coefficients du déve- 
loppement. Eneflet, la division des polynômes Y [a +A' 
etyi (a -f- h) , que nous avons eflectuée, dans le but d'ol 
tenir les coefficients A,, A*, . . ., A„. revient évidemmei 
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à développer la foiictîon ~~ J- en série ordonnée sui- 

*^^ / (^ -h h) 

vant les puissances croissantes de h , et comme une fonc- 
tion n'est développable que d'une seule manière en une 
série de cette espèce, ou obtiendra le même résultat en 
faisant usage de la formule de Maclaurin. Si donc on pose 



011 aura 



= (ï)(.r), 



_t^l = „. + .) = ,WH- »,»+.. 1:^ + 






1 .2. . .(a — i) 



h R,, 



eu désignant par A" Ri le reste de la série 5 ici Rj <*si 
une fonction rationnelle de h qui n'est point infinie pour 

yi = o, et. par conséquent, cette valeur de -jr^, rf est 

' ' ^ n ' fi {a -h à) 

identique à celle trouvée précédemment. On aura donc 



1 ,9. 



«"-' I .2. . . (a— 1; 

d'où résulte ce théorème général. 
Théorème. — Si Von a 

fix) = (x — af- (x - ^»)^ . . . , (:c — c)^ , 

Hm V{x) désigne une fonction entière de x, dont le. 
quotient par f[x) soit E(jc), et que Von fasse, pour 
abréger^ 

,W = (*- «)"^j, -Mx) = (,r- // Ljl; 



rr(.r' =r ;.r -- ^ 



/(■'■: 
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on aura le développement suii^ant pour la frcLction ra- 



tionnelle 






^-E^^^ 

m^^^ 



~T" •■ • • "T* 



■p: 



[x-af {x-af" i.2(j:-«)"~'' i.2...(a-i)(« 

'{'W , f(») , rW , , 4'^"' W 



La théorie qui vient d'être exposée subsiste entièremen t 
si quelques-unes des racines de /(j:) = o sont imagi- 
naires y mais le développement de -~-~ est alors compliqué 

d'imaginaires. On a clierclié à modifier, dans ce cas, /a 
forme de ce développement, de manière à n'y introduire 
que des quantités réelles, (ît on y est parvenu par une 
méthode que nous exposerons dans la leçon suivante^ 
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I>éveloppement particulier pour les fractions rationnelïee dont le 
dénominateur a des facteurs linéaires imaginaires. — Conditions pour 
qu'une différentielle rationnelle ait une intégrale algébrique. — Déter- 
mination du terme général d'une série récurrente. 



Dé^^eloppement particulier pour les fractions ration*- 
nelles dont le dénominateur a des facteurs linéaires 
imaginaires, 

La possibilité de ce nouveau développement résulte du 
théorème suivant : 

Théorème I. — Si x^ -{' px -{- q est le produit de deux 
facteurs imaginaires conjugués du polynôme réel f{x) , 
n la plus haute puissance de ce trinôme qui dii^ise f{x)^ 
en sorte qu'on ait 

f(v) = [x'^-^px-\-qYf{x), 

hi fraction réelle et rationnelle —^ pourra se décompo- 
ser en deux parties, de la manière suivante : 

F(j?)__ P:cH-Q F, (.r) 

P et Q étant des constantes réelles , et Fi (x) un poly-^ 
nome réel. 

On a identiquement • 

V{x)^ F(x) 

{x ^-^/jx-h qY (.t' ' -f- y?^ 4- qYf^ W ' 
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et Ton peut déterminer P et Q de manière que le numé- 
rateur de la deuxième partie du second membre soit di- 
visible par x^ H- px ■+- q^ c'est-à-dire de manière que ce 
numérateur s'annule en remplaçant x par chacune des 
racines de Téquation 

jc' -h px H- ^ = o. 



Soient h-^-ksI — i et h — k^ — i ces deux racines, e 
posons 

F (/2 ± ^V^) - [p(a±: /î-v/IIT) H- q]/ (A ± ^ V^IIT) = 

on tirera de là 

M et N étant des quantités réelles dont les valeurs soi:=B.t 
finies et déterminées , puisque , par hypothèse , fi (^3K^) 
n'est pas divisible par x* -hpx -h q- L'équation précé- 
dente se décompose dans les deux suivantes , 

PA + Q = M, PA^ = N, 

qui donnent pour P et Q, ces deux valeurs réelles et 

finies, 

N ^ Mit— NA 
P = _, Q = —^. 

Les valeurs de P et Q étant ainsi déterminées , nous po- 
serons 

x^ -4- px + <7 
Vi (x) désignant un polynôme réel, et, par suite, on aura 

i^:v~''-\-pX'-\-qY/^{x) (jr'-hpx-^qY {x^-\- px-i-r/y-' f,(^) 

m qu'il fallait démontrer. 



-I ■ • • • 
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Corollaire. — On voit, parla, que la fraction ralion- 

ille -TT-T pourra se décomposer de la manière suivante : 

f(x) ^ 

F(:r) _ Pjr4-Q P.x-hQ, 

x^ -if. px '■\- q /i{x) 

, Q, Pi, Qi, etc., désignant des constantes réelles, et 
,(a:) un polynôme réel aussi. Et en cond)inant le théo- 
me précédent avec le théorème analogue démontré dans 

dernière leçon , on obtient celui-ci : 

Théorème II. — Si Von décompose le polynôme f {oc) 
ijixcteurs réels du premier et du second degrés en sorte 
ion ait 

x) = [x-^af (x—b) . . . (x— c)'-^ (x^-|-/?ar-f- qf, . . (x^-i- rx-\- sY^ 

n pourra dév^elopper la fraction rationnelle jj-!: de la 
lanière suii^ante : 

__ , . A. Al A , 

= E(x)-^ 1 — +.. .-h '^ S 

c c, , ^ C.^~i 



• • • 



(x-^cy [x — f) 

Pjc-4-Q P.JT-hQi P„ -ia.-+Q«-, 

~^ {x-'-^px -\-qY [x'' -^ px-^q)"-' '" x^-hpx-i-q 

l(x) désignant une partie entière qui peut être nulle, et 

\,Ai,. ..,C,C„...,P,Q,Pi,Qt rT\,S,RnS„ ... 

les constantes réelles. 
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Théorème 111. — Une fraction rationnelle n'est rfc- 
composable que d'une seule manière en fractions simples 
(te la forme quon vient de considérer. 

Soient deux développements d'une même fraction ra- 
tionnelle. On démontrera , comme nous Tavons fait dans 
la leçon précédente , l'égalité des fractions simples qui 
correspondent aux facteurs du premier degré du dénomi- 
nateur, et quant à celle des fractions simples qui corres- 
pondent aux facteurs du second degré, elle se démontre 
d'une manière analogue, comme nous allons voir. Soient 

}^ — . le terme dont le dénominateur contient la 

[x^ -^ px -h qf 

plus haute puissance de x*-hpx-hq dans le premier 

développement , et 7— , , > le ternie analo£:ue dans 

le second. Je dis d'abord que n' = n.. Supposons, en 
effet , que cela ne soit pas , et que w^ n' : de l'égalité qui 
a lieu entre les deux développements, tirons la valeur de 

-] cette valeur sera exprimée par une somme 



{x'' -h p,r + q) 

de quantités dont aucune n'a en dénominateur une puis- 
sance de a:* -h px-\-q supérieure k n — i . En réduisant 
donc toutes ces quantités au même dénominateur, on aura 
une égalité de la forme 



ou 



;u;*' -h px -f- q)" {x' -h px -h 7)"*"' ^ (pc) 



P.r -f- Q == (.f* -f- px -+- q) 



-^ (•^; 



(f[x) et ^{x) désignant des polynômes, dont le second 
^[x) n'est pas divisible par x^-\- px-hq. Or Tégalité 
précédente est impossible \ car, autrement , l'équation 
l\r -f- Q = o devrai t admettre les deux racines de l'équation 
x^ -f- px -I- r/ = o, ce qui ne peut arriver, à moins que P 
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ctQ nm soieiil nuls en même temps, contrairement à l'hy- 
pothèse. On né peiit^onc supposer n^n' ni n'^n^ pour 
une raison semblable 5 par conséquent, on a /i'=: n. 

Je dis maintenant que l'on a aussi P'=P, Q^^ = Q. 
Reprenons, en effet, l'égalité qui a lieu par hypothèse 
entre les deux développements, mettons dans un même 

, T , Px-f-Q P'j:4-Q' 
membre les doux termes rr—, 7 — r- et j-r—, r. ' 

et dans le second membre tous les autres termes dont 
les dénominateurs ne contiendront aucune puissance de 
x^ -hpx H- g supérieure à la (n — i )»«'«*• réduisant donc 
tous ces derniers termes au même dénominateur, on aura 
une ^alité de cette forme 



(x' -{-px-h qY {•^' -{-px-^ qY~'^ ^^ {'30) 

ou 

(p _ p')x -H (Q - Q') = (x' + /,x + 7) |g, 

^[x) et ^{x) désignant, comme précédemment , des poly- 
nômes dont le second n'est pas divisible par .r' -h px -h y, 
et l'on fera voir aussi , comme plus haut , que cette éga-^ 
lité exige 

P = P', Q = Q'. 

11 suit de là que dans nos deux développements , les termes 
qui contiennent en dénominateur la plus haute puissance 
d'un facteur du second degré sont égaux; en supprimant 
ces deux termes, les deux restes auront encore, pour la 
même raison, deux termes égaux, et, on continuant 
ainsi, on voit que les deux développements proposés ne 
sont formés que de fractions simples égales chacune h 
chacune : il en résulte en même temps l'égalité des parties 
entières, &'il y en a. 

Méthode du décomposition . — Pour trouver \v déve- 
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loppemciit d'une l'raclioii ralioniiclle -77-( , on détermi- 

ncra la partie entière et les fractions qui correspondent 
aux facteurs réels du premier degré du dénominateur, 
comme on Ta vu dans la leçon précédente. Quant aux 
fractions qui correspondent aux facteurs réels du second 
degré , on pourra les déterminer successivement par le pro- 
cédé même qui nous a servi à démontrer le théorème 1. 
On pourra aussi faire usage de la méthode des coefficients 
indéterminés. 

Dans le cas où les racines imaginaires de Féquation 
f(x) = o sont toutes inégales , on peut déduire le nou- 

V(x) 
veau développement de la fraction rationnelle -t—, d< 

celui qui a été établi dans la cinquième leçon. Soient^. 

en effet, h-hk^ — i et h — fc V — i deux racines sim — 
pics imaginaires et conjuguées de l'équation /(x) = o; li 

développement de la fraction -rr-- contiendra , comme 0:3 

l'a vu dans la cinquièmes leçon , h^s deux termes suivante. 

: -j r 9 

f[h-h/i\ — i) x — h — k \l— I 



La somme de ces deux termes est de la form(î 

P + Q V — I ^ — Q v/^ 



X — // — /• V^ — ï -^ — h -\- k y— I 

ou, en réduisant les deux fractions au même dénomîna- 

unir, de la forme 

Vx - t- <j 
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1 suit que la fraction ■■, yi- 77, où P et O dési- 

des constantes réelles , pourra remplacer, dans le 
)ppement de -^-^ , les deux fractions simples cor- 

adantes aux racines hzhk si — i . 

ndàions pour que V intégrale d'une différentielle 
rationnelle soit algébrique. 

me des applications les plus importantes de la 
ie qui vient d'être exposée, est l'intégration des dif- 
ielles rationnelles. Nous n'avons point à nous oc- 
ici des détails de cette intégration, et nous nous 
;rons à donner les conditions pour qu'une difleren- 
rationnelle ait une intégrale algébrique. 
t une différentielle rationnelle 

f[a:) = ix — a) ' {a: — b)\ , , [jc — c)^ , 

,. . . , f7 étant des quantités réelles ou imaginaires^ 
ettra la fraction -p^ sous la forme 

-( = E(.r) H 1 ! h 



' [X — a) \x — a) 

B B, Kg_, 



•H 2 h . . . -f- 



[x — /;) (x — 0) 



-f . . . -4- 



S- 



,^-c)' {x -,■/-' *-'■ 
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Ffx) 
Pour avoir Finlégrale de -j-^dx^ il faut multiplier par 

ffa: chaque terme de celte valeur de -~-^, et intégrer 

tous les résultats. Or les seuls parmi ces résultats dont 
l'intégrale n'est pas algébrique sont ceux qui ont pbur 
dénominateur la première puissance de l'un des binômes 
X — a^ X — i,etc. 

On a en effet , si a' n'est pas égal à i. 



/, 



Xdx A 

constante. 



[x — a] a (r — a) 



ei , si a ' = I , 



/: 



= A log [x — a) -\- constante. 



X — a 



Donc, pour que yr^dx ait une intc^rale algébrique, il 

faut et il suffit que, dans le développement de -~ en 

fractions simples, il n'y ait aucun terme dont le dénomi- 
nateur soi^du premier de^ré, c'est-à-dire que l'on ait 

Cela exige d'abord que le polynôme f{x) ne contienne 
aucun facteur linéaire simple. 

Nous avons vu , dans la leçon précédente , qu'en posant 

,p(x)=:(x~^) -^ '^[x) = [x—b) yH'---» 

o(x) = (x-c) —, 
on a 



. .^-în^ifU. B. .= '^- 



(£L_ B -_i!ZW_ 

«-'~ i.2...(a — i)' «-' ~ i.2...(6— i)' 



C - """' W ■ 

V-' — I a... (y — ,)' 
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/VU) 
~~ dx soit algébrique sont 

onc 

7«-'(«) = 0, ^^«-*(^)=0,^.,^•/-'(c)=0, 

quelles que soient les quantités a, i, . . ., c, réelles ou 
imaginaires. 

Ces conditions sont en même nombre que les racines 
o, i,. . ., c ; mais si le degré de F(j:) est inférieur de 
deux unités au moins à celui de f{x)^ Tune d'elles sera 
comprise dans les autres. Désignons, en effet, par m le 
legré de /(a:), et supposons que F (a:) soit au plus du 
'egré m — 25 la partie entière E(j:) du développement 

^ -pri sera nulle, et, si l'on réduit au même dénomi- 

a.teur toutes les fractions de ce développement, pour les 

Jouter et recomposer la traction -r^y-^ , on voit , sans 

►eine, que le numérateur de la fraction ainsi obtenue 
Ontîendra j?"'""* avec le coefficient 



A 



a — 1 



-h Bg__, 4-. . .-h C.^_, . 



le coefficient doit être nul, puisque F(.r) est du degré 
1 — 2 au plus \ on a donc 



,2... (a — i) 1.2... (6 — 1) '** j.2...(7 — i) 

t , par conséquent , Tune des conditions pour que 
I -^-4 dx soit algébrique rentrera dans les autres. 

L*équation précédente comprend , comme cas particu- 
ier, une formule démontrée dans la cinquième leçon , et 
ur laquelle nous avons eu occasion de nous appuyer. 

J'indiquerai une seconde application importante de la 

Ù 
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théorie des fractions rationnelles : elle est relative à la 
théorie des séries récurrentes. 

Déterminai ion du terme général d 'une série récurrente. 

Lorsqu'on divise deui» polynômes F (oc) et f(oc) ordonnés 
par rapport aux puissances croissantes de j:, et que l'o- 
pération ne se termine pas , le quotient forme une série 
dite récurrente y que Ton obtiendrait aussi en développant 

la fonction 7^, en série, par la formule de Maclaurin. 

ou par tout autre moyen*, car on sait qu'une fonction 
n'est développable que d'une seule manière en série or- 
donnée suivant les puissances de la variable. 

Voici le moyen le plus aisé , en général , de former cette 
série. 

Décomposons la fraction -7A-7 en fractions simples, en 

adoptant le développement de la leçon précédente, et soit 






(jf — «) 

ce développement. 11 n'y a plus maintenant qu'à déve-f$» 
lopper en série , par la formule du binôme , chacune des 

fractions simples , ou K[x — a) . On a ainsi 

[x — a) ' 

(x^a) ={—n) (1-- 






i a 1 . 2 rt» I 

afg + l). . .(g-h/?— l) ^ T 

I . 2 . . . /2 a" * J 



et si pn désigne le coefficient de x" dans E(j"), le terme 
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* 

général du développement de -77-, en série sera 

Dans le cas particulier où les racines a, etc., de/(.r) = o 
sont toutes simples , on a a = i et A = -j—-!- : le terme 
général ae réduit à 



% 






I. Ainsi la- série récurrente dans laquelle se développe la 
i fraction -^ peut s'obtenir par l'addition de plusieurs se- 

' ries provenant des développements de diverses puissances 
négatives et entières des binômes a — a:, b — x, etc. 
D'ailleurs ces séries sont convergentes pour toutes les 
valeurs de x dont le module est inférieur au plus petit des 
modules des quantités a , J, etc. ^ d'où résulte ce théorème : 

i Théorème. — Une série prov^enant du déueloppement 

' d'une Jonction rationnelle ^—-^ est convergente pour 

toutes les valeurs réelles ou imaginaires de x dont le 
module est inférieur au plus petit module des racines de 
r équation f(x) = o. 

Ce théorème a été généralisé par M. Cauchy et étendu 
à toutes les fonctions*, on trouvera tous les développe- 
ments que comporte cette importante question dans les 
Exercices de Mathématiques de M. Cauchy et dans le 
Journal de Mathématiques de M. Liou ville. 

Nous terminerons cette leçon par une application delà 
méthode qui vient d'être indiquée. 

KxEMPLE. — Projwsons-nous de former la s<Tie réeur- 

(). 
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r(Mito dans laquelle se développe la fonction 

^ I — IX cos w -h ar' 

où P, Q et W désignent des constantes données. 

Décomposant cette fraction en fractions simples, et 
employant, pour abréger l'écriture, la notation usuelle 
des exponentielles imaginaires , savoir, 

e 3= cos w ni V — i smu, 

on a 

A B 



xc 



6)^-— 



I — xe 



— w v/— I 



A et B étant des constantes qui ont respectivement pour 
valeurs 



A = 



Ve 



9. sin w 



sl-r 



B = 



p^. " 4- Q 



2sinw^ — I 

Développant en série chacune des parties de ^{oc) ^ on 
trouve 

^ /^N __ A V ^" /? ""^ ^~ — B V :!:'' ff" "** ^^, 

OU, en remplaçant A et B par leurs valeurs, 

? W = X : 7== J?*- 

^"^ 2sinwy — I 

En remettant à la place des exponentielles imaginaires 
leurs valeurs , on a , toutes réductions faites , 

P 4- Q^' \^Psin(/2 + i)w 4-Q'sîn/îw 

2- — -. "' 



\ 



sinu 



I — 2a:cosw -h ^^ 
Le terme général du développement est donc 

/ si n(/i-4- 
\ sin w 



.r'. 



sin f/î -4- I ) 0) ^ sin /?w\ 

^ - -H Q -^ ) r«. 

sinw / 
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Des fuiictioiit} symétriques ot rationnelles des sol niions communes à deux 
ou plusieurs équations. — Extension de la méthode d'élimination par 
les fonctions symétriques, au cas d'un nombre quelconque d'équations. 
— Théorème de Bezout sur le de^^ré de Téquation finale. — Méthode 
de Tschirnaûs, pour faire disparaître autant do termes que l'on veut 
d'une équation. — Application au troisième et au quatrième dc(;ro. 



Nous avons exposé dans la troisième Jeçoii une mé- 
thode fondée sur la théorie des fonctions symétriques, 
pour l'élimination d'une inconnue entre deux équations , 
et nous en avons déduit que le degré de Téquation finale 
est , au plus , égal au produit des degrés des deux équa- 
tions données. Uezout a généralisé cette proposition en 
démontrant que le degré de V équation Jinaîe résultant 
de rél/rnination de h — i inconnues entre h équations est , 
au plus, égal au produit des degrés de ces équations. 
Pour établir ce théorème, nous suivrons la marche indi- 
quée par Poisson dans le onzième cahier du Journal de 
r École Polytechnique, Nous commencerons par étendic 
au cas d'un nombre quelconque d^ équations la méthode 
J' élimination par les fonctions symétriques , précédem- 
ment exposée pour le cas du deux (Hjuations seulement. 
(]ette extension repose sur la considération des fondions 
symétriques des solutions communes à plusieurs équa- 
tions, dont nous allons d abord nous occuper. 

Pour éviter les difficultés que })euvent présenter quel- 
ques ras particuliers, je préviens, une fois pour tontes, 
qne nous raisonnerons toujours, dans celle leçon , sur des 
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équations générales dont les coefficients demeurent indé- 
terminés. 

Toutes les conséquences auxquelles nous serons con- 
duit, auront lieu en général, si Ton attribue aux coeffi- 
cients des valeurs déterminées; mais nos raisonnements 
pourront être en défaut dans quelques cas particuliers. 

Des fonctions symétriques des solutions communes à 

deux ou plusieurs équations. 

Cas de deux équations. — Soient deux équations 

f[x, r) = o, F(ar, j) = o, 

entre les deux inconnues j^: et j^, et 

les couples de solutions communes à ces deux équations. 
On nomme fonctions symétriques de ces solutions com" 
munes toute fonction qui ne change pas de valeur, quand 
on y permute les groupes (x, ji)^ (^î^s)^ etc., les uns 
dans les autres; mais nous considérerons seulement les 
fonctions symétriques rationnelles. Une fonction de cette 
espèce , de même que les fonctions symétriques des racines 
d'une équation à une inconnue , est exprimable rationnel- 
lement par les coefficients des équations proposées. 

Par un raisonnement tout semblable à celui que nous 
avons fait sur les fonctions symétriques des racines- d'une 
équation , on fera voir que la détermination d'une fonction 
rationnelle et symétrique des solutions (x^ji)^ (-^îJX^s) 5 etc., 
se ramène à celle de fonctions symétriques entièi'es, homo- 
pfènes, et dont les différents termes se déduisent les uns des 
autres, eu changeant les indices des lettres x et j^, mais 
sans changer leurs exposants. Les fonctions symétriques 
auxquelles on est ainsi raçiené siéront dites simples ou du 
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premier oindre, doubles ou du deuxième ordre , etc. , sui- 
vant que chacun de leurs termes contiendra les lettres 
d'un , de deux, etc., groupes [x^y^^ (xj^j), etc. La forme 
générale des fonctions simples sera 

a:P y^^x^ yl-h^. 4-^-VS 

p ou q pouvant être iiuL Nous représenterons une pa- 
reille fonction par \^a?^ /^' La forme des fonctions dou- 
bles sera 

p a p' a' , p q p' a' 

Nous la représenterons par ^^f x\ j?^ y\ 9 et ainsi de 

suite. • 

Waring est le premier qui ait considéré les fonctions 
symétriques de cette espèce. 11 a indiqué , dans ses Medi^ 
tationes algebraicœ y un moyen qui s'offre naturellement , 
mais qui est presque impraticable, pour calculer la fonc- 

• 

lion simple ^l^f ^/ ^^ moyen consiste à éliminer a: et y 
entre les équations proposées et Téquation 

Téquation finale en t ayant pour racines 

p t p 9 p 'j 

la fonction simple "V^f/J sera égale au coefficient du 

second terme pris en signe contraire. Sans insister sur 
les inconvénients que présente un pareil procédé, nous 
exposerons immédiatement la méthode imaginée par 
Poisson. 

Désignons par t une nouvelle variable, par a une in- 
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déterminée, et posons 

en substituant cette valeur de x dans les équations pro- 
posées, celles-ci deviennent 

/(^ — ar> X) = Oy F(r — aj, /) = o , 
et, eu éliminant j^, on aura une équation finale en t 

qui contient dans ses différents termes l'indéterminée a. 
Cette équation en t aura pour racines 

et sera, par conséquent, du degré n. D'ailleurs la somme 
des puissances semblables de degré fi des racines de Vé- 
quation en t peut s'exprimer rationnellement (première 
leçon) par les coeflScients de celte équation, c'est-à-dire 
en fonction de a et des coefficients des équations proposées. 
On aura donc 

(x, -h oLX^f -h (x, 4- aj-J'*" H- . . . -f- (Xn -h «Jn)^' 
= Afl -4- Al a -4- As a' + . . . , 

OÙ Ao, Al, etc., désignent des quantités connues et expri- 
mées rationnellement par les coefficients des équations 
proposées. Cette équation ayant lieu quelle que soita, 
les coefficients des mêmes puissances de a doivent être 
égaux dans les deux membres ; d'où résulte cette suite 
d'égalités : 

•^' I ~i~^ -^ 2 ~f" • • • ~r" «^^ ^^^ Ao , 



1.2 



.rf +rr+...+ r; = A^^, 
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qui feront connaîtra les fonctions simples ^a^^ j^ de degré 

Le calcul des fonctions doubles, triples, etc., se fait de 
la même manière que pour les fonctions symétriques or- 
dinaires. Par exemple, pour avoir la fonction double 

Va?^/^ jf^Vjî 01* multipliera ensemble les deux fonc- 
tions simples ^l ^f x] et ^ x^^' ^^'•, le produit se compo- 
sera de la fonction simple >l-yf "*"^ j!^^ et de la fonction 
double qu'on veut trouver. On aura donc 

Seulement, il faudrait ne prendre que la moitié de cette 
valeur, si l'on avait à la fois p^ = p^ q' = q. 

Les fonctions triples, etc., se calculeront d'une ma- 
nière analogue. 

Ce qui précède suffit pour établir, comme nous l'avions 
annoncé , que les fonctions symétriques et rationnelles des 
solutions communes à deux équations peuvent s'exprimer 
rationnellement par les coefficients de ces équations , et 
l'on voit que leur détermination n'exige que l'élimination 
d'une inconnue entre deux équations. 

Cas d'un nombre quelconque d* équations, — La même 
méthode s'applique à un nombre quelconque d'équa- 
tions. Supposons qu'il s'agisse de trois équations à trois 
inconnues 

et soient 

les groupes de solutions comnlunes à ces trois équations. 
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Conservant la classification que hou» avons adoptée des 
diverses fonctions symétriques, la forme générale des 
fonctions simples sera 

•^f j! z[ -h '-^^ ri z'' -{-,.. -^ x^ r^ 3% 
celle des fonctions doubles sera 

p a r a' q' r' , 

et ainsi de suite. Et c'est à la détermination des pre- 
mières que se ramène celle de la fonction symétrique et 
rationnelle la plus compliquée. 

Désignant par t une nouvelle variable , par a ei 6 deux 
indéterminées , nous poserons 

t=zx-{-oiy-\-^z, d'où X z=z t — ay — Zz. 

x\yant substitué cette valeur de x dans les équations pro- 
posées , nous éliminerons y eX z\ nous obtiendrons ainsi 
une équation finale en t. , 

contenant les indéterminées a et S, et dont les racines 
seront 

La somme des puissances /z de ces racines pourra s'expri- 
mer rationnellement par les coefficients de Téquation en /, 
c'est-à-dire en fonction des indéterminées a et 6, et des 
coefficients des équations proposées. On aura ainsi une 
équation de la forme 

^ {x, 4- a/. 4-^3.)^ = ^k,, r a^ 6% 

OÙ le coefficient A^,^ désigne généralement une quantité 
connue. Le signe 2] du premier membre s'étend aux n 
racines de réqualion en /, celui du second membre à 
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toutes les valeurs de q et de r, telles que 

^H-r=r ou <C^fA- 

En posant p = [*• — (f — r, et égalant les coefficients de 
oif ë** dans les deux membres , on aura 

(i.2.../?)(i 2...^)(i.2...r)-ii "^' ' ^'^' 

c'est la formule qui fera connaître les fonctions simples. 

Pour former les fonctions doubles, triples, etc., on 
procédera comme dans le cas de deux équations. La forme 
du calcul est la même, et Ton voit qu'en général les 
fonctions symétriques et rationnelles des solutions com- 
munes à plusieurs équations s'exprimeront toujours ra- 
tionnellement par les coefficients de ces équations. 

Remarque. — La détermination des fonctions symétri- 
ques des solutions communes à trois équations exige l'é- 
limination de deux inconnues entre trois équations, et 
généralement la détermination des fonctions symétriques 
des solutions communes à h équations exige Télimination 
de h — 1 inconnues entre k équations. 

Extension de la méthode d* élimination par les fonctions 
symétriques f au cas d'un nombre quelconque d'équa- 
tions. 

La méthode que nous allons exposer, d'après Poisson , 
donne le moyen d'éliminer k — i inconnues entre A équa- 
tions, lorsqu'on sait éliminer h — 2 inconnues entre k — i 
ikjuations, et , par conséquent , ramène tous les cas, en der- 
nière analyse, à l'élimination d'une inconnue entre deux 
équations. 

Pour fixer les idées , nous considérerons quatre équa- 
tions seulement, entre quatre» ou un plus grand nombre 
d'inconnues; mais on verra sans peint* (ju(î notre raison- 
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ncmenl est général et s'appliquerait sans modification au 
cas d'un nombre quelconque d'équations. 
Soient donc les quatre équations 

F(a7,^, z, «,. ..)=:o, 

entre quatre ou un plus grand nombre d'inconnues x, j^ 
z, u, etc., et proposons-nous d'éliminer trois inconnues, 
X, y, z par exemple, entre ces quatre équations. 

Considérons en particulier les trois premières des 
équations (i), 

/(•^, 7, z, w,. ..) = o> 
(2} { F(j:, J, z, w,. ..) = 0, 

(pfor, j, z, M,. . .)= o, 

et, regardant oc^ y^ z comme fonctions des autres varia- 
bles M, etc., désignons par 

les n systèmes de solutions communes aux équations (2). 
Cela posé, remplaçons (x, y^ 2), dans la quatrième 
des équations (1), successivement par chacun de ces n 
systèmes, cl désignons par V le produit des résultats ainsi 
obtenus , en sorte qu'on ait 

(3) v=4>(^,,/„z„ w,...)<^(x2,J,, 3„w,...)...<î>(.>c,o j/», 3«,w,...); 

r équation 

(4) V = o 

sera lequatiou finale résultant de l'élimination de x, y 
et z entre les équations (1), car cette équation (4) exprime 
la condition nécessaire et suifisaiite pour que les équa- 
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lions (i) admettent un système de solutions communes 
pour X, y et z. D'ailleurs V est une fonction symétrique 
et entière dés solutions communes aux équations (2)^ 
on pourra donc l'exprimer rationnellement par les quan- 
tités indépendantes de x, y^ z qui entrent dans les équa- 
tions (1). Pour cela, désignant, comme précédemment, 
par t une nouvelle variable, par a et S deux paramètres 
indéterminés, noufe poserons 

f = a;-|-aj-4-62, d'où x ^= t — a r — 6 z ; 

en substituant cette valeur de x dans les équations (2), on 
aura les trois suivantes : 

!f{t—o.y — <5z, 7, z, «, . . .)=ro, 
F(r— «y — êz, 7, z, a,.. .) = o, 
fSf{t — a/ — 6z, 7, 3, «,...) = 0, 

entre lesquelles il faudra éliminer j^ et z. C'est donc à 
l'élimination de deux inconnues entre trois équations que 
nous ramenons l'élimination de trois inconnues entre 
quatre équations. L'équation finale en t qui résulte d(î 
Télimination de y et z entre les équations (5) aura pour 
racines 

et sera , par conséquent , du degré n. Supposons-la formée, 
et ordonnons-la par rapport à t \ elle sera 

pi^ Pf) etc., étant des fonctions rationnelles de w, etc., 
qui contiennent aussi les paramètres a et o. Cette équa- 
tion (6) servira , comme nous l'avons vu prcrédcmmcnt . 
à calculer les diverses fonctions symétriques des solutions 
communes aux équations (9.), dont Texpression de \ est 
composée, et le problème sera enfin résolu. 
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Cette méthode conduirait, dans les applications, à des 
calculs d'une longueur rebutante; mais l'objet principal 
que nous avons en vue est d'en déduire hO^Ë^j^rëme de 
Bezout, relatif au degré de l'équation finale. 

Théorèmo fie Bezout sur le degré de l'équation finale. 

D'après ce qui précède , n étant le nombre des solu- 
tions communes (x^ } , z ) aux équations (2), on obtiendra 
une équation finale du môme degré n en éliminant deux 
inconnues quelconques entre les équations (2). Cela est 
d'ailleurs évident à priori ; car, à cause de la généralité 
que nous supposons aux équations, tout est semblable 
par rapport k x^j^ z, m, etc. Toutefois il est important 
de faire cette remarque, parce que le contraire pourrait 
avoir lieu si Ton attribuait aux coefficients des valeurs 
particulières. 

Lemme. — Si n désigne le degré de V équation finale 
résultant de V élimination de deux inconnues entre les 
trois premières des équations [i)^ et m le degré de la qua^ 
inhme équation (1), le degré de V équation finale résul- 
tant de Vélimination de trois inconnues entre les quatre 
équations (1) est au plus égal à mn. 

L'équation (6) , qui résulte de l'élimination àe j et ^ 
entre les équations (5), étant du degré n, les coefficients 
/^M /^2 •) etc., seront des fonctions entières de u, etc., dont 
la première sera au plus du premier degré, la deuxième 
du second, etc. Cela posé, la somme des puissances sem- 
blables de degré yi des racines de l'équation (6) , c'est-à- 

,r, -f- cf.yi -f- bz,) 5 s'exprimera sous forme en- 
tière, en fonction des coefficients p\^ p^^ etc., par une 
formule qui sera au plus du degré \jl par rapport à w, etc. 
( ï'07>' première leçon)-, donc, une fonction symétrique 



lire y^(j 
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simple , telle que ^^xf y^^ z\ , de degré p -+- ç -h r = (jl^ 

s'exprimera par une formule qui sera elle-même au plus 
de ce degré /ut, par rapport à m, etc. Il résulte de là, et 
du mode général suivant lequel les fonctions symétriques 
et entières les plus compliquées se forment à Faide des 
fonctions simples, que toute fonction symétrique et entière 
de degré fx des solutions communes (^i, j^i , ^i), etc., aux 
équations (2), s'exprimera par une formule entière qui 
sera au plus du degré [x par rapport à m, etc. Or les 
différents termes de l'expression de V, donnée par l'équa- 
tion (3), sont le produit de puissances de u^ etc., dont 
les exposants ont une somme mn — |ut inférieure à mn , 
par une fonction symétrique entière de degré fi des solu- 
tions communes (0:1, 7^1, z,) , etc., aux équations (2). 
Donc enfin, chacune de ces parties de V s'exprimera par 
une formule au plus du degré mn par rapporta u, etc., 
et , par suite, l'équation V = o sera au plus du degré mn. 
Remarque. — On pourrait faire à la démonstration 
précédente l'objection que voici : Le raisonnement suppose 
que les coefficients pi , p^^ etc. , sont entiers par rapport 
aux variables a, etc., ou, en d'autres termes, que l'équa- 
tion (6), qui est du degré n par rapport à chacune des 
variables f, M, etc., soit de ce même degré par rapport 
à toutes les variables. Or cela n'est pas tout à fait évident, 
quoique les équations (i) ou (5) soient supposées chacune 
la plus générale de son degré. Voici , ce me semble , la ma- 
nière la plus simple de lever cette objection. Si quelques- 
uns des coefficients pi , ^2, etc., étaient fractionnaires, 
quelques-unes des racines t de l'équation (6) deviendraient 
infinies pour certaines valeurs finies des variables m, etc. 
Or je dis que cela ne peut avoir lieu, tant qu'on laisse in- 
déterminés les coefficients des équations (2) ou (5), et il 
suffit évidemment , pour justifier celte assertion, de citer un 
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cas où cela ne soit pas. Supposons qu'on donne aux coef- 
ficients des équations (5) des valeurs telles , que chacune, 
restant du même degré , se décompose en facteurs linéaires 
de la forme t-{- ay -{- bz -h cu-{- , . . + 1: on pourra ex- 
primer chacune des racines t de l'équation finale relative 
à ces équations particulières, en fonction de u^ etc., par 
les formules qui servent à la résolution des équations dn 
premier degré *, et ces valeurs de t^ étant évidemment de la 
forme gu-\- " - H-/? ne pourront devenir infinies pour 
des valeurs finies de m, etc. 

On déduit aisément du lemme qui précède la démons- 
tration du théorème de Bezout. 

Théorème. — Le degré de F équation finale résultant 
de V élimination de k — i inconnues entre h équations 
est égal au produit des degrés de ces équations , 

Soient, en elFet, 

les degrés de h équations. Le degré de l'équation finale ré- 
sultant de l'élimination d'une inconnue entre les deux pre- 
mières sera égal à m^^ni^^ ainsi que nous l'avons établi dans 
la troisième leçon : donc, d'après le lemme qui précède, 
si l'on élimine deux inconnues entre les trois premières, 
le degré de l'équation finale sera au plus w,mj|X/W8, 
ou nix nii m^ \ de môme , si l'on élimine trois inconnues 
entre les quatre premières , le degré de l'équation finale 
sera au plus m^ m^ m^ X fn;, ou m^ m^ 77/3 7714. Et l'on voit, 
en continuant ainsi, que le degré de l'équation finale 
résultant de l'élimination de k — i inconnues entre les A 
équations sera au plus égal au produit des degrés de ces 
équations. 

On peut môme ajouter que le degré de l'équation finale 
sera précisément égal à ce produit , si les équations pro- 
posées sont c'iiarunr la plus générale de son degré, /;omm<^ 
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nous Tavons supposé. On s'en assurera aisément eu consi- 
dérant un système de k équations décomposables chacune 
en facteurs linéaires, ainsi que nous l'avons fait daus la 
troisième leçon, pour le cas de deux équations. 

Corollaire. — Il résulte du théorème précédent et des 
développements exposés dans la quatrième leçon , que la 
résolution de plusieurs équations simultanées peut se ra- 
mener à la résolution d'une seule équation dont le degré 
est généralement égal au produit des degrés des proposées. 

Méthode de TschirnaûSj pour faire disparaître autant 
de termes que Von "veut d'une équation, 

Tschirnaûs a donné, dans les Actes de Leipsick pour 
i683, une méthode élégante, qui sert à faire disparaître 
d'une équation autant de termes que Ton veut. Cette mé- 
thode consiste à transformer l'équation proposée en une 
autre dont la racine soit une fonction rationnelle de celle 
de la proposée , ou , si l'on veut , une fonction entière de 
degré inférieur à celui de l'équation proposée , car c'est 
à cette forme que peut se ramener la fonction rationnelle 
la plus générale (deuxième leçon). 

Soit 

une équation du degré w, et posons 

(a) y z= a^-^ n^ x-\- a^ x^ -\-. , ,-\- «„_, af-' -+- x", 

«Oî «15 etc., désignant des indéterminées, et n un entier 
inférieur à m. L'équation finale en j^ résultant de l'éli- 
mination de X entre les équations (i) et (2), sera évidem- 
ment du degré m, puisque y a autant de valeurs que x. 
Cette élimination peut se faire paç les fonctions symétri- 
ques, de la manière suivante : Eîi élevant Téquati on (2) 
3UX différentes puissances 2, 3,. . , , w, et ayant soin do 

7 
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rabaisser les exposants de x au-dessous de /n, à l'aide de 
l'ëquatiou (i), on aura une suite d'équations de la forme 



j ' rrt r„ -h r, ^ 4- -h C;„_, x*"-', 






y" = /„ -h A-, ;r H- 4- k„^, x^-\ 



IfQ^ èi , etc., étant des fonctions des indéterminées ^o 
a, , etc. Si , maintenant , .v, , s^ , etc. , désignent les sommes 
de puissances semblables des racines de l'équation (i), Si, 
Sg , etc. , celles des puissances 'semblables des racines de 
l'équation en j^, les équations (2) et (3) donneront 

S, z= nuiQ -H rt, 5, -h fi.,s^ 4- ... 4- «n-^. *n_i 4- ^n^ 
S2 = m /-'o 4- ^. ^1 4- ^2^-^ 4- ... 4- ^fli-i .V;„. 1 , 

(4) 

Sfl, '^^ m Au 4~ A"i •''1 4- A '2 «Vj 4- • . • 4~ "m—\ ^m—i* 

Connaissant ainsi les sommes de puissances semblables 
des racines de ré((uatioii en 7, on formera aisément celte 
équation. 

On peut y arriver encore de la manière suivante. On 
résoudra les équations (3) par rapport aux puissances 
.r*, x^j. . . , x'"~*, et l'on portera leurs valeurs dans Té- 
quation (2). Ce procédé a l'avantage de donner la valeur 
de X exprimée rationnellement en y^ en sorte qu'on con- 
naîtra chaque racine de l'équation proposée, quand on 
aura résolu l'équation finale en y. 

Représentons par 

(5) J'" 4- qs X'"-' 4- 7i /"•-' -^- -H- qm-^ y -hqm = 

cette équation en y, où <7,, /^a , . . . , (j„, sont fonctions des 
indéterminées rt'» , a^. etc., et qui exprime la condition 
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>our que les équations (i) et (2) aient une racine corn- 
nuiie. Je dis que de cette seule équation (5) on peut dé- 
luire la valeur de x qui correspond à chaque valeur dey, 
ît même la valeur d'une puissance quelconque de jr. En 
sflety /est une fonction des indéterminées a^-^ ai, etc., 
x>nsidérées comme des variables indépendantes^ et Fou a 
dors 

X, 



Différentions maintenant Féquation (5) par rapport à a^ , 
dont T) ^1, ^«9 etc., sont fonctions; on aura 

dy 
[my'^' 4- \m -- i) 7.7'"-"' -h ... 4- 7m-.] ^ 

\* dox dn^ dUx / 

et, par suite, 

dns dax da^ 

— my'^-' + [m — i) 7, J**"' -+-...+ qn.-x 

On trouverait de même, en dîfîërentîant , l'équation (5) 
par rapport à «j, 

dfti „ dq , dq,. 

ymr-\ f' I ym—1 ' - _i_ ^ ^ ^ ^ '^ 

da-, da, ' ' ' dn-^ 



x-" 



î— I 



ffiym-^\ _^ ^,^ — l) 7i j"^' -h ... H- (7™" 

et ainsi de suite; mais ces diverses valeurs sont seu- 
lement curieuses, car elles n'ont pas la forme la plus 
simple qu'on puisse leur donner. 

On voit , par ce qui précède , qu'il suffira de résoudre 
l'équation (5) pour avoir résolu par cela même l'équa- 
tion (1). 

Cela posé, on peut disposer des n indéterminées «oi 
^i, etc., de manière à faire évanouir n termes de l'équa- 
tion en /• à partir du second par exemple. 11 faudra alors^ 

7' 
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d'après les formules de Newton , que Ton ait 

Or, en se reportant aux équations (4)7 on voit tjue Sj est 
du premier degré par rapport à ao, ai , etc., que St âst 
du deuxième, S3 du troisième, etc., S„ du n'^"*'. Donc, 
d'après le théorème de Bczout , la détermination de ces 

indéterminées dépend d'une équation du. degré . ■ .. 

* ■ ■ ■ 

et, si Ton voulait faire disparaître dç Féquiition (5)'toiiJS 
les termes, à l'exception du premier et dû dernier, le 
problème dépendrait du degré 

I .2.3. , . (w — 1). 

C'est aussi à la résolution d'une équation de ce degré que 
se trouverait ramenée celle de l'équation proposée, car 
l'équation ( 5 ) n'ayant alors que deux termes serait immé- 
diatement résolue. 

application au troisième et au quatrième degré. 

Nous reviendrons , dans une prochaine leçon , sur la 
résolution des équations générales du troisième et du 
quatrième degré ^ mais nous ferons voir immédiatement^ 
comment résulte de la transformation de Tschîrnaûs la^ 
possibilité d'effectuer cette résolution. 

Soit d'abord l'équation du troisième degré 

x^ -+- px^ -h <y.r -h r =r o ; 

on posera 

y •=: a -\- hx -\- x"^ ^ 

et Ton formera l'équation finale en j^, savoir 

^3 + p^2 _,_ Q^ _^ R ^ o 

On déterminera a et è à Taidc des équations P = o. Q= o. 
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qui sont, Tune du premier degré, l'autre du second; on 
pourra donc les résoudre et exprimer a et & en fonction 
des coefficients de la proposée. L'équation en y se rédui- 
sant alors à 

on en tirera ces trois valeurs 



« et 6 désignant les racines cubiques imaginaires de i . 
Connaissant ainsi les trois valeurjs de j^, on aura facile- 
ment , par ce que nous avons dit plus haut , les trois va- 
leurs dex. 

Soit enfin Téquation du tpiatrième degré 

X* -^ px^ H- qx^ -I- rx -\- 5 = 0; 

on posera , comme précédemment , 

y ^:z a -^ bx -^ jr7% 
et Ton aura une équation en y telle, qu« 

jr* 4- Pr' -h Qr'.-h Rj + s = o. 

On déterminera aelbk l'aide des équations P = o, R = o, 
qui sont, l'une du premier degré, l'autre du troisième 5 
on pourra donc les résoudre et exprimer a et i en fonc- 
tion des coefficients de la proposée. L'équation en y^ se 
'éduisant à 

K)urra elle-même être résolue, puisqu'elle est bicarrée, 
^lonnaissant les quatre valeurs de 7, on aura aussi les 
[uatre racines de l'équation proposée. 
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DcTeloppement d'une fonction algébrique implicite, en série ordonnée 
suivant les puissances décroissantes de sa variable. — Formation de 
Tcquation finale résultant de l'élimination d'une inconnue entre deux 
équations à deux inconnues. Nouvelle démonstration du théorème de 
Rezout. Somme des racines de l'équation finale. — Nouvelle démons- 
tration d'une formule d'analyse. — Démonstration d'un théorème de 
géométrie. 



Les recherches que je vais exposer dans celle leçon 
font partie d'un beau Mémoire sur Féliminalion , publié 
par M. Liouville, dans le tome VI de son Journal de 
Mathématiques . 

Développement d'une Jonction algébrique implicite, en 
série ordonnée suii^anf. les puissances décroissantes 
de sa variable. 

Soil 

(l) M{j7, j) ■:- O , OU M = 0, 

une équation du degré m entre deux variables x elj- Si 
cette équation est du degré m par rapport à j^ elle 
aura m racines y, qui seront fonctions de x^ et que nous 
nous proposons de développer suivant les puissances dé- 
croissantes dcx. En réunissant les termes de même degré, 
l'équation (i) pourra s'écrire dv. là manière suivante : 

Y 

ou, en posant =^ if, 

( 3) .r'" fin) -f- ./•"' - ' /, (//) H- .r'" ~ "■ Airi} -h . . . =: <■) ;- 
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t\ J\^f%-i etc., désignent ici des polynômes dont le pre- 
mier est du degré m , et les autres au plus des degrés 
fn — I, m — 2, etc., respectivement. Dans le cas le plus 
général, ces polynômes seront précisément des degrés m , 
wn — I , m — 2, etc. 

Les m valeurs de u fournies par Téquation (3) sont des 
fonctions de x , qui , pour a: = oo , se réduiront aux m ra- 
cines de Féquation 

v4) /(«) = O ; 

(ui pourra donc poser généralement 

(5) a = a -t- g , 

£ s*annulant avec — La méthode des asymptotes donne le 

moyen de calculer la limite du produit ex. Nous nous boi- 
nerons au cas où les racines de l'équation (4) sont inégales, 
et dans tout ce qui suit, cette hypothèse doit être main- 
tenue. Portons dans 1 équation (3) la valeur de u tirée 
de (5) ; on aura 

(G) x-/(a H- e) -H J.-"'- /. (a -h g) -h x'^ --'/(a -f- g) -f- . . . = o. 

Développant chaque terme par la formule de Taylor, 
ayant égard à Téquation (4), et divisant par x'""*, il vient 



0) \^i 

X 



^ /"(a) + {tx)/, (a) + /.(«)'J 4- . . . = o ; 



t'aisanl maintenant a: = oo dans cette équation, et dési- 
gnant par a! la limite de e.r, il vient 



«) «'/'(a) ^-./;(a)=3:o, 

<1 où 



/"'(«) 
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Cette valeur de a' sera toujours finie , car, par hypothèse, 
y (a) n'a pas de racines égales. i 

Puisque ex a pour limite la quantité a', doni nous ■\ 
venons de trouver la valeur, on pourra poser 

SA' =r a' -f- ê', 

d'où 

a' fi' 

X X 

i' s'annulant avec -. Par suite, la valeur (5) de u devient 

oc g' 

(il) « = a-f- - -\ 

X X 

C'est la série dans laquelle u se développe , quand on se 

g' 
borne aux deux premiers termes -, - est le reste corres- 
pondant. 

On peut déterminer la limite du produit z'x de la même 
manière que celle du produit ex. Si, en effet, on porte 
dans l'équation (7) la valeur de e, tirée de (10), qu'on 
multiplie ensuite par x, et qu'on ait égard à l'équation (8)^ 
il vient 

(E'^)/'(a) + [~ f"[a) + «'/; (a) +/.(«)] -h E = O, 

en désignant par E une somme de termes qui s'annulent 
avec -: faisant donc x = 00 , et désignant par ol" la limite 

X 

de e'x, on a 

( . 2) «"/'(a) + [^ /' W -f- a' /; (a) + /, (a)] = O , 

équation qui détermine la valeur de ot" . 

Connaissant la limite a" du produit t'x^ on pourra poser 

i X •=. r -h î ; 
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d> ' -1. 

OU • .- 

X X 

€ étant une nouvelle quantité qui s'évanouit avec — D'à- 

X 

près cela, la valeur (i i) de u devient 

(•4) 

C'est la série qui exprime la^^valeur de u quand on se borne 

aux trois premiers termes ; — est le reste correspondant. 

On pourrait obtenir ainsi autant de termes que Ton 
voudrait du développement de m , et comme y z=ux ^ on 
aura, par suite, autant de termes que Ton voudra du dé- 
veloppement de j ; on a , en particulier, 











a' 




a." 




z" 


u 




a 


-4- 


X 


-h 


x^ 


-¥■ 


? 



(.5) 



y =z ax -+- ex , 

y = otx -^ a' -h e\ 



CL s 



r =r aa: -f- a' H 1 • 

X X 



La seconde de ces trois formules comprend toute la théo- 
rie des asymptotes rectilignes \ la courbe représentée par 
Péquation (i), où x et j^ désignent alors des coordonnées 
rectilignes, a pour asymptote réelle ou imaginaire la 
droite représentée par l'équation 

'l6) y z=: CLX -^ oc! . 

La différence z' qui existe entre les coordonnées de la 
courbe et de l'asymptote est généralement un infinimeni 

petit du premier ordre y en considérant - lui-même comme 

^n infiniment petit du premier ordre. 

La courbe représentée par l'équation (i) admet aussi 
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pour asymptote Thyperbolc que représente Téquation 

;i7) j=axH-a'H : 

X 

mais dans ce cas la différence — des ordonnées des deux 

-X 

courbes est un înfinîment petit du second ordre au moins. 

La courbe (17) pourrait être appelée asymptote du 
deuxième ordre de la courbe proposée. Et, comme on 
peut pousser aussi loin que Ton veut le développement 
de y en série ordonnée suivantjes puissances décroissantes 
(le a', on pourra former une infinité de courbes des degrés 
respectifs 3, 4? etc., et qui auront, avec la courbe pro- 
posée, un asymptotisme de plus en plus intime. 

On voit aisément, sans qu'il soit nécessaire d'insister 
sur ce sujet, comment il faudrait modifier la méthode, si 
Téquation 

/(«) = o 

avait des racines égales, contrairement à l'hypotlièse que 
nous avons faite. 

Foimatioji de V équation fiîicdc résultant de V élimination 
d'une inconnue entre deux équations à deux incon- 
nues. Nouvelle démonstration du théorème de Bezout. 
Somme des racines de l'équation finale, 

La théorie qui vient d'être exposée permet de former 
autant de termes que Ton veut de Téquation finale résul- 
tant de l'élimination d'une inconnue entre deux équations. 
Soient les deux (équations générales 

(M(.r,j) = o, 

des degrés /// et // respectiv(»ment; en léunissant les termes 
<lr même degré , on pourra les érrire dr hi manière sui- 
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vanle : 

I jr"FKjH-a^-'F,(-^W:p«-»Fj^^ -^. . .=0. 

A />? y«9 ^^^9 ^^^ ^^* polynômes respectivement des 
degrés m, m — i, m — 2, etc.; F, F,, F2, etc., des 
polynômes des degrés^ , ti — i , 71 — 2 , etc. 

Soient j"i , Jit" ' 1 Xn les valeurs de j tirées de la 
première des équations (1), portons-les dans le premier 
membre de la seconde y et désignons par V le produit des 
résultats ainsi obtenus , de manière que l'on ait 

(3) V = N (.r, r .) N (x, r,) . . . N (x, j„) ; 

Féquation finale résultant de l'élimination de / sera 

V=io. 

On calculera aisément la fonction V, en développant en 
série suivant les puissances décroissantes de x, chacun de 
ses facteurs, dont Texpression générale est IN (.r, y). Je dis 
même que, si Ton ne veut connaître que le premier terme 
de V, il suffit de borner les séries dont nous parlons à 
leur premier terme; que, si Ton ne veut que les deux 
premiers termes de V, il suffit de connaître les deux pre- 
miers termes des séries, et ainsi de suite. 

Supposons, par exemple, qu'on ne veuille connaître 
cjue le premier terme de V; on a, en faisant comme pré- 

y 

f'édemment m=-, 

X 

N (xy y) = X" F (//) -h j:" -' F, («} 
Posons aussi , comme plus haut , 



io8 
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e étant une quantité qui s'annule avec -, et a une racine 
quelconque de l'équation 



on aura 



^%^ = F(« 4- e) + iF,(a + <)-4-. . ., 



et pour x = <x> 



li.î%^) = FW, 



OU 



(4) N(a7, y) = a:"F(a) -f- .r'^E, 

E désignant une quantité qui s'annule avec — D'aprèscela, 

X 

en représentant par 



ai , a^ , . . . 5 (Â-pi 



c 



les m valeurs de a , on aura 

N(a7, j.) = X" F (a,) -f- x'^ E, , 
N (a:, j,) = x»' F(as) + ^" E, , 

N (:r, jj = X" F(a„) 4- x« E^ , 

El, E2 , . . . , E,„ désignant des quantités qui s'évanouîsse^^^ 
avec -• Multipliant ces équations et ayant égard à l'équ 
tion (3) , on aura 



(5) 



V = .r"" F(a,) F(a2) . . . F(a„) -H jp^" H , 



H désignant une quantité qui s'annule avec - • 
Le premicT t<u'me de V est donc 

,i"""F.>.,)F(a,)... F(a^); 



.< 
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OÇt^urra rexprimer en fonction rationnelle des coeffi- 
lâj^ de F et /, puisque F(ai)F(a,) . . . F(a,„) est une 
fonlËticm symétrique et entière des racines de l'équation 

Il suit de là que l'équation finale résultant de Félimi- 
nation de y entre les équations (i) et (2) est d'un degré 
^al au produit des degrés de ces équations. 

Remarque. — Si les coefficients des équations (i) ont 
des. valeurs déterminées , et que ces équations contiennent 
la plus haute puissance de j^, Téquation finale résultant 
de l'élimination dej^ sera toujours V = o, et l'on voit que 
le degré de cette équation finale sera encore égal au pro- 
duit des degrés des équations proposées, à moins que les 

équalioiis 

/(a) = o, F(a) = o 

n'aient une ou plusieurs racines communes , auquel cas 
ce degré s'abaisse nécessairement. 

Pour avoir les deux premiers termes de l'équation fi- 
nale V=05 il faut connaître les deux premiers termes 
iu développement de N(x, y^ en série. Pour cela, dans 
l'équation 

N(a:, y) =r j:" F(m) -f- j:^-' F, [li] 



• • • » 



nous poserons 



w = a H 1 — 5 

X X 



t' étant toujours une quantité qui s évanouit avec -? 
dx une racine de 

ot ol une quantité que nous avons calculée , et qui est dé- 
terminée -par l'équation 
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on aura alors 

- . * 

, N(j:, x) = x^ F (a) + ^-[a' F' (a) H- F, (a)] -f- a—» Bi^*'* 

E désignant une quantité qui s^annule avec -r* Cette for- 

mule donne le développement de N(a:, j^), borné aux deux 
premiers termes ^ en j^ remplaçant a par chacune de ses m 
valeurs , on aura 

N(a;, X,) = a-F(a,) -f- a;« - [a , r(a,) -f- F. (a,)] -+- or"- E,, 
N(^, j,) = ar»F(a,) H- x^-'[a!, F' (a,) + F. (a,)] -f- j-- » E„ 

N(x, r^) = j;" F(a«) ^- j;"- [a„F(a;„) 4. F.(a„)] 4- a:»-' E«,. 

Dans ces équations, Et, Es, etc., sont des quantités qui 

s'évanouissent avec -9 et a! , a , etc., les valeurs de a', 

qui correspondent aux valeurs «i, «a, etc., de a. Multi- 
pliant toutes ces équations, ayant égard à l'équation (3), 
et désignant simplement par jt:'""~* H Tensemble des termes 

dont le quotient par j::"*""* s'annule avec -5 on aura 

V:=r.r'"''F(a,)F(a,)...F(a;„) 
-^ .X— ' F(a.) F(a.). . . ¥ {^^)'^^!il^^±ll^ H- x"'»-' H. 

Dans cette dernière formule, la quantité H , qui est infini, 
ment petite avec -1 contient un nombre limité de terme 

et l'on voit que le second terme de V aura pour coel 
iicient 

F(a,)FW...FK)2;"-^^^^t 
îc signe 7 s'étendant à toutes les racines a de l'équati- ou 
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J'après cela, si l'on désigne par Va: la somme des ra- 
'iues de rëquation finale en x^ on aura 

Y y a^r(a) + F.(a) 

m en mettant, au lieu de a', sa valeur — t?7-\' 

On pourrait calculer ainsi autant de termes que Ton 
oudrait de Téquation finale ¥ = 05 par suite , cette 
iquation tout entière : seulement les calculs deviennent 
le plus eu plus compliqués , et nous nous bornerons à ce 
:{ui précède. 

Nouvelle démonstration cV une formule (V analyse. 

Au lieu de porter dans léqualion N = o les valeurs dey 
irées de M = o, afin d'avoir l'équation finale V=:o, 
►n aurait pu faire l'inverse, porter dans l'équation M = o 
2s valeurs de j^ tirées de N = o ; mais alors on aurait eu 

.ne autre expression de la somme ^ x des racines de 

'écjuation finale, que l'on peut écrire sans faire de nou- 
eaux calculs. On aura , en effet , évidemment 

Zà^'-^à F'(g) m ' ^ /(6)' 

es sommes du second membre s'étendant à toutes les ra- 

:înes 6 de léqualion 

F(Ç) = o; 

l'n égalant entre elles ces deux valeurs de \^.r, on aura 



Zà /'[ol] F fa; Zà F (oL^ ~" Zà V'{^) f[^\ Zà 



.m 
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les sommes du premier membre étant relatives aux ra- 
cines a de f(oL) = o, celles du second aux racines 6 de 
F(ê) = o. Dans cette formule, qui exprime un tliéorème 
d'analyse ,/* et F désignent des polynômes quelconques, 
mais n'ayant ni racines égales, ni racines communes^ 
fx et Fi désignent aussi des polynômes quelccmques,. mais 
dé degrés respectivement moindres que y et F*. 

Supposons que le polynôme F soit égal à^i, et que F| 
soit identiquement nul ; l'équation précédente se ré- 
duit a 

yF^W, vF(6). 

ou même à 

puisque chaque terme du second membre est nul , le 
signe y^ étant relatif aux racines de F(o)=:o. Dans 

l'équation précédente, le signe ^^ s'étend aux racines 

a de /(a) = o, et F' désigne la dérivée d'un polynôme 
quelconque F de degré inférieur à f\ par conséquent, 
F' est un polynôme quelconque de degré inférieur à f. 
La formule précédente est, comme nous l'avons vu, celle 
dont M. Liouville a déduit la décomposition des frac- 
tions rationnelles en fractions simples. 

Démonstration d'un théorème de géométrie. 

M. Liouville a appliqué les recherches précédentes à la 
démonstration d'un théorème curieux de géométrie , que 
nous allons présenter ici : 

Si Von mène à une courbe algébrique la série des tan- 
gentes parallèles à une direction donnée^ le centre dès 
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moyennes distances des points de contact sera indépen- 
dant de cette direction. 
Soit 

l'ëquation d'une courbe algébrique; les coordonnées réelles 

ou imaginaires des points de contact de cette courbe, avec 

les tangentes parallèles à la droite y =: aXy seront les 
solutions communes aux deux équations 

Y 

Si l'on pose - = « et qu'on représente la courbe par 

l'équation (f(x^ u) = o, les coordonnées x ei u seront les 
solutions communes aux deux équations 

df a — u d(D 

Soit donc , en conservant les notations employées précé- 
demment, 

Ji J^'i etc., désignant des polynômes des degrés /// , 
ni — i, etc. ; on aura 

^ = mx^-^/{u) -f- {m — i) :r--^/(«) -j-. . ., 
au 

et, par suite, 

dx X du, 

en faisant , pour abréger, 

F(tt) = /w/(«)-h(« — /^)/», 
(a) { F. {a) = [m ~ i)/.(«) -h [a - u)f[ («), 
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F(//), Fi(«), etc., sont des polynômes des degrés m— i, 
m — 2 , etc. ; car dans F(//) par exemple, les deux termes 
du degré le plus élevé, qui proviennent de mf\fi\ et 
(a — II) f'(ii)^ se détruisent évidemment; et la même 
chose a lieu pour Fi (m), etc. 

L'équation finale résultant de l'élimination de y entre 
les équations (i) est donc la même que celle qui résulte de 
r élimination de u entre 

.r"/(«) H- ^'"-' /,(«)-!- = o, 

x"- ¥iu) 4- A-" -^ F, (fi) -h . . . =o. 

Sî donc on désigne, comme précédemment, par \^I^ 
somme des racines do l'équation finale, on aura 

le signe \^ s'élendant dans le second membre aux racines 

de l'équation 

/(«) = o , 

ot <x' étant une quantité déterminée par l'équation 

a'.r(«)^y;(a) = o. 

Pour avoir l'expression de ^r en fonction des quan- 
tités données y, J\^ etc., différentions la première des 
équations (2) ; on aura 

.;3) r{u) = [m -i)f{ii) -h {a- II) f"{u). 

Les équations (2) et (3) donnent ensuite 

a' F'(a) 4- F. (a) = (m - , ) [«' /'(a) -H / (a) j 

el, comme «'_/'(«) -}-/,(«) est nul , 

:;4 . a' F'(a) 4- F,(« = {a - :.' [a' /".«l + /; (a) j ; 
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On aura aussi , en faisant u = <x. dans la première des équa- 
tions (2), et remarquant que/ (a) est nul, 

(5) F(a)=(rr-^ «)/'(«). 

Des équations (4) et (5) on tire 

g' F'(a)+F.(a) _ «'/»+/,'(«) . 

par suite, la valeur de\^a: est 

2U''--2é y>) 

On voit qu'elle ne contient pas a, La somme des distances 
à Taxe des y des points de contact de notre courbe avec 
les tangentes parallèles à la direction donnée est donc in- 
dépendante de cette direction ; ce qui démontre le théo- 
rème énoncé, car Taxe des j est une droite quelconque 
située dans le plan. 

Remarque. — La démonstration précédente semble en 
défaut lorsque l'équation j\ol) = o a des racines égales; 
pour montrer que les conclusions sont cependant exactes 
dans ce cas, on peut employer un raisonnement dont 
«ous avons déjà plusieurs fois fait usage. 11 suffira de 
modifier insensiblement les coefficients de J\ de manière 
que f{oi) = o n'ait plus de racines égales : on aura une 
rourbe infiniment peu différente de la proposée, et pour 
laquelle le théorème aura lieu-, d'où Ton peut conclure 
qu'il a lieu, à la limite, pour la courbe proposée elle- 
même. 

Corollaire. — Désignons toujours par \^x la somme 

des abscisses des points de contact d'une courbe algé- 
brique avec les tangentes qui font l'angle o) avec la 
direction des x positives, et faisons varier fù de sa dif- 

8. 
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féreiitîelle d(ù\ comme y^ x ne dépend pas de cet angle, 



on aura 



y ^ dx = o. 



Maïs, en désigna ni par ds Tare infiniment petit qui a pour 
projection dxy ou ai dx = ds costù-^ par suite 



y ds cos w =ro , ou ^ — = o , 

puisque coso) et du) sont constants. — est la valeur du 
rayon de courbure p, on aura donc 



2 ° = ^' 



on aura aussi 



dp 



2i=°' "" 2p'="' 



p' désignant le rayon de courbure de la développée, et 
ainsi de suite. 

En outre, si ^ et w représentent les coordonnées du 
centre de courbure correspondant au point (x,j^), on a 

X = Ç — psineo, ^ = u-|-pcosw; 

donc, en ayant égard aux formules précédentes, 

c'est-à-dire que le centre des moyennes distances des 
points de contact d'une courbe algébrique avec la série 
des tangentes parallèles à une même direction , est le mc^me 
que le centre des moyennes distances des centres de cour- 
bure correspondants. 






DIXIEME LEÇON. 1 I7 
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1>éveloppement en séries ordonnées suivant les puissances décroissantes 
de la variable de deux ou plusieurs fonctions algébriques définies par 
deux ou plusieurs équations. — Formation de l'équation finale résultant 
de Télimination de deux, trois , etc., inconnues entre trois, quatre, etc., 
équations. Nouvelle démonstration du théorème de Bezout. Somme 
des racines de l'équation finale. — Démonstration d'une formule de 
M. Jaoobi. — Extension du théorème de géométrie démontré dans la leçon 
précédente. 



L'analyse que nous avons développée dans la dernière 
leçon peut être aisément généralisée, et étendue à l'éli- 
mination de deux, trois, etc., inconnues entre trois, 
quatre, etc., équations. C'est ce que nous allons établir, 
en adoptant pour l'exposition le même ordre que dans la 
leçon précédente. 

Dév^eloppement en séries ordonnées suivant les puis- 
sances décroissautes de la variable, de deux ou plu- 
sieurs fonctions algébriques définies par deux ou plu- 
sieurs équations. 

Soient 

. i) M(a7, j, z) = G , N(ar, r, 2) = o 

deux équations générales des degrés m et n respectivement 
entre les trois variables x^y^ z ; la première x étant (consi- 
dérée comme indépendante , les deux autres j cl z en 
seront des fonctions. En réunissant les termes de même 
degré, les équations (i) pourront s'écrire de la manière 
suivante : 



\r X I \x xj 



= 0, 



= O, 



ii8 
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y ^ 

ou , en posant - = « , - = <% 

^ X X 

i^^ S "^^^^^ *") "^ ^-'fi (a, i') -h. . . = o, 

1 ar"F(«,p)-f-a:«-'F,(M,p) 4- . . . = o. 

/' et F sont des polynômes des degrés m et n respective- 
ment, entre les variables a et ^';/l et Fj sont respecti- 
vement des degrés m — i et n — i, et ainsi des autres. 

En vertu des résultats obtenus dans la leçon précédente, 
le nombre des solutions communes (m, v^) aux équations (3) 
est mn , ainsi que le nombre des solutions communes (a, 6) 
aux équations 

(4) /(a,g)=:0, F(«, 6)=:0; 

et les mn systèmes de solutions communes des équations (3) 
se réduiront, pour a: = Qo , aux mn systèmes de solutions 
communes des équations (4). On pourra donc poser géné- 
ralement 

(5) U=ZOL-hS, P=r<5-f-»î, 

e et y) désignant des quantités qui s'annident avec -• C 
quantités sont d'ailleurs les restes des séries dans les 



quelles ii et p» se développent quand on borne ces séries 
leur premier terme. Pour calculer les limites des pro- 
duits ex, yjx, nous suivrons la même marche que dans h 
leçon précédente. En portant dans les équations (3) le=: 
valeurs de u et p», tirées de (5), et ayant égard aux équ« 
tions (4), on a 

/ d¥ dY \ 



En divisant ces équations respectivement par x 



m-l 



■ ■ .■« 
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j,n— j^ faisant ensuite a: = oo , et posant 
on c^btient 



(6) 



" ^^11 l'on tire les valeurs suivantes de a' et 6' : 

OL = 



(7 > 



dot. d^ d^t doL 

p, rfa dcx. 

■" 4fdY^ dfdF 
doc. d^ r/6 r/a 



11 désignant par é' et yj' de nouvelles <|uantités iiiiinimenl 

I 
«tites avec - , on pourra poser 

^^t, par suite, 

/^ = a-h-H 5 V z=z ^ -\ 1 ; 

^n a ainsi les deux premiers termes des séries dans les- 
quelles u et p», ou y et z peuvent se développer, et Ton 
>^oit aisément qu'on pourra, de la même manière, ob- 
tenir les termes suivants. 

La même méthode s'appliquera, sans modification, au 
cas de ^ — i équations entre ]x variables, pourvu qu'on 
écarte, comme nous l'avons fait jusqu'ici, en raisonnant 
sur des équations générales, quelques cas particuliers qui 
peuvent se présenter. 
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Formation de V équation finale résultant de V élimination 
de deux y trois, etc., inconnues entre trois y quatre, etc., 
équations, Noui^elle démonstration du théorème de 
Bezout, Somme des racines de V équation finale. 

On peut, par l'analyse précédente, former autant de 
termes que l'on veut, de l'équatîon finale résultant de 
l'élimination de deux, trois, etc., inconnues, entre trois, 
quatre, etc., équations. 

Soient , par exemple, les trois équations générales 

(i) M(^,j,3) = o, N(ar, jr, z)=:o, P(j:,j,z) = o, 

des degrés /n, n^ p respectivement, entre trois inconnues 
a:,j^, z:, en réunissant les termes de même degré, ces 
équations seront : 

.r"F("^, -) -f-^"-'F.(-^, -)4-...=ro, 

\X X] \X X] 

xPfS^Y-y -) -f-X>"'<p, (-5 î)-f-.,. = 0. 

\x x) \x x] 

/', F et (p sont des polynômes des degrés m ^n^ p respecti- 
vement , par rapport aux deux variables qu'ils renfer- 
ment ; yi, Fj, (pi sont respectivement des degrés m. — i, 
n — I , p — I , et ainsi de suite. 
Désignons par 

les mn systèmes de solutions communes aux deux pre- 
mières des équations (i), et posons 

l'équation finale résultant de Télî mi nation de r et z entre 
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les équations (i) sera 

V=o, 

et c'est cette équation qu'il s'agit de calculer. On y par- 
viendra en développant en série chacun des facteurs 
P(a:, y, z) de V, et il suffira de connaître autant de termes 
du développement de P qu'on en veut avoir dans V. Nous 
nous bornerons ici , comme nous l'avons fait dans la leçon 
précédente , à calculer les deux premiers termes de V, ce 
qui suffit pour connaître le degré et la somme des ra- 
cines de l'équation finale. 

On a, en faisant , comme précédemment ,- = a , - = p», 
el , si Ton pose 

M = a -f- e , (^ = 6 + r< ^ 

il vient 

P(^, j, z) = xP ^(a, 6) + xPE, 

E s'annulant avec --> ainsi que e et r,. En niellant dans 

X 

Véquation précédente, à la place de x ei r, leurs mn va- 
leurs, il vient 

P(^, ^,, z,) = XPti([SL,^ ê,) -I- JC/'E,, 

P(j?, Xi , z-i) = ^P <p(ai , 62) -f- xP E, , 



P(^> ymn , Z/nn) = ^P <p(a;„„ , 6^„) -H xP E«„ , 

K,, E,",. . ., E,„„ étant des quantités infiniment pclites avec 
- Enfin , en multiplant toutes ces équations , on a la va- 
'eur suivante de V, 

^" H désigne une quantité qui s annule avec -. Le premier 
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terme de V sera donc 

Il suit de là que le degré de réquation finale résulUft. m 
de l'élimination de y et z entre les trois équations ^m 
est égal au produit des degrés de ces équations, ce cju, 
fournit une nouvelle démonstration du théorème de 
Bezout. 

Si Ton veut obtenir les deux premiers termes de l'équa- 
tion finale V = o, il est nécessaire de calculer les deux 
premiers termes du développement de P (x, j^ z) en série 
ordonnée suivant les puissances décroissantes de x. Pour 
cela , dans l'équation 

P (x, j, z) = xP <p(w , v) -f- xP-' (p, («, v)-\-, . . 

nous poserons 

CL g 

X X 

«' = ê H h - 9 

X X 

e' et y/ désignant toujours des quantités qui s'évanouissenl 
avec -•) a' et o' des quantités déterminées par les équa- 



X 

tions 

« -, ■ + ^ ^i" + ^1 = «• 

La valeur de P(.>t', )'^, z) pouria alors s'écrire de la manière 

suivante : 

P(ar, j, z) ™x/'(p(a, 6) 



xP 



— I 



•■S-«'â-''(-'i 



^/'-'E, 



«Ml désignant par E une quantité qui s'annule avec -i^" 
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^ï*a donc 



Dans ces équations nous avons mis, pour abréger, y ? etc. , 

à la place de ^^ '* ' ? etc. 5 a',, a\^ etc., désignent les 

valeurs de a' qui correspondent aux valeurs aj, «j, etc. , 
dea^ enfin, E,, Ej, etc., sont des quantités infiniment 

petites avec -, En multipliant toutes ces équations, on 

aura la valeur suivante de V : 



.r'-V-(p(a,,6.)--.?(a^n,ê,.)2 






►ù H désigne une quantité qui s'annule avec -, et où le 

îgnc 2 s'étend à toutes les solutions communes (a, 6), 
fîs deux équations 

/(a, 6)=o, F(a,^)r=0. 

-e second terme de V est donc 

.v-'-r--' y(a„ ç,). • ?ia«-, 6».») "V -^^^^ ~ : 
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et si l'on désigne par V j: la somme des racines de Y( 
quation finale V = o, on aura 



i'=-i 






<f 

En remplaçant, dans cette formule, «' et S' par leurs v a. 
leui-s écrites plus haut , et faisant , pour abréger, 

rfF d<f df dF 

^ ' '-dc,dë~d^d^' 
d/dF d¥df 

on aura cette expression 



2— 25i^-2 



9(«,6) -^ y(a,g)C(a,6) 

OÙ les sommes du second membre sont relatives à lous-^ 
les couples de solutions communes aux deux équations 

/(a,6)=o, F(a,6) = 0. 



Le calcul des deux premiers termes de réquatio 

finale, qui résulterait de Télimination de |ut — i incon^ 

nues entre ^ équations, n'offrira pas plus de difficulté 
quel que soit |ui, que dans les deux cas particuliers qu» — 
nous avons développés ^ la marche à suivre est toujours 1 
même, et Ton peut considérer comme générale la no 
velle démonstration que nous avons donnée du théorènr — 
de Bezout pour le cas de deux ou trois équations. 

Dêifionsl ration fVunc Jonnulc de M. Jacohi, 
Pour obtenir 1 équation finale V =0, nous avons po -W/< 
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jans la troisième des équations données les valeurs de y 
n X, tirées des deux premières; mais on aurait pu opé- 
[*er de deux autres manières différentes : on aurait pu, par 
îxemple, porter dans la première les valeurs de j^ et z, 
Jrées des deux dernières, et l'on aurait obtenu une ex- 
pression différente de "V x, qui se déduirait évidemment 

ie celle déjà trouvée, en changeant l'une en l'autre^ et 9, 
fx et Çi, etc. On aura donc 

^ ■" ^f(l,^) ^~ /(7,^)A(7,^) 

mais ici les sommes qui figurent dans le second membre 

sont relatives aux solutions communes des équations 

F(7, ^) = o, (p(7,^)=o. 
Egalons les deux valeurs trouvées pour ^^x ^ et suppo- 
sons que les polynômes Fi el/i soient identiquement nuls ; 
on aura 

Y y'(°^>^) __ "V y.(7><^)C(7> ^) 

^y(a,(5) Z-/(7,^)A(7,^)' 

en se rappelant que le signe V s'étend dans le premier 

Xiembre aux solutions communes dey(a, é)=o,F(a,jS)==o, 
îl dans le second membre aux solutions communes de 
?^(y, <î) = o, (p(y, S) = o. On peut, dans cette formule, 
considérer les polynômes y, F et y comme absolument 
irbîtraires; et, quant au polynôme y,, il n'est assujetti, 
;iar notre analyse, qu'à la seule condition d'être de degré 
ïiférieur à y. Supposons 

7(a,6) = C(a,6); " 

I a somme du second membre de l'équation précédente 
sera alors relative aux solutions communes des deux 

c'quations 

F(7, ^T = o, C(7,(î)=:=o, 
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et, par conséquent, chacun de ses termes sera identîq^ 
ment nul. On aura donc 



1 



y, (a, 6) 

= G 



C(a,6) 
OU 



2 



= o 



d/(iF d¥ df 



d% d^ doL dp 

le signe ^ s'étendant aux solutions communes des deu 
équations 

Cette formule curieuse , où (pi désigne un polynôme quel 

j , .. n. . . I . , d/dF dY df 
conque de degré intérieur a celui "^ — — — Zï~ 'lEt ^* 

l'extension de celle; que nous avons démontrée dans 1 
cinquième leçon , et à laquelle nous avons été de nou 
veau conduit dans la leçon précédente. Elle a été d« 
montrée pour la première fois par M. Jacobi , et M. l.ioi 
ville Ta trouvée, ainsi que nous venons de le faire voi 
comme une conséquence naluidle de ses recherches si 
l'élimination. 

Extension du théorème de géoinélrie démontré dans i 

lecoti précédente, 

M. [Jouville a donné dans son Mémoire la démons 
tration du théorème suivant, qui est l'extension de celi 
t|ue nous avons établi dans la dernière leçon : 

Théorème. — Si Von mène à une surface algèhriq^ 
la série des plans tangents parallèles à deiLV direct lO. 
fixes ^ le centre des moyennes distances des points ' 
contact sera indépendant de ces deux directions. 

Si 

IV! '/r, Yy z) z= o 
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L l'équation d'une surface algébrique, les coordonnées 
3 points de contact de cette surface avec les plans tan- 
Dts parallèles au plan qui a pour équation 

z =r ûx -I- by^ 
'ront données par les trois équations 

r/M dU c/M , dM 

^^""^ ~d^ '^ "" 'dT^ ""' 'dV'^^lh^^''- 

I suffit , pour établir le théorème qui vient d'être énoncé , 
e calculer la somme des racines de l'équation finale ré- 
ultant de l'élimination de deux inconnues entre les trois 
quatious précédentes. En suivant la marche que nous 
vons tracée, on trouvera que cette somme est indépen- 
ante de a et de h. Ce calcul ne présentant aucune dif- 
cullé, nous nous dispenserons de le présenter ici, et 
ous renverrons, pour plus de détails, au Mémoire de 
I. Liouville. On y trouvera, du reste, un grand nombre 
e conséquences curieuses que nous ne pourrions déve- 
>pper sans sortir des limites que nous nous sommes 
mposées . 



A.\ 
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Théorème »ur le nombre de valeurs que peut prendre une fonction quavad 
on y permute les lettres qu'elle renferme. — Des fonctions semblables st. 

— Propriété des fonctions semblables des racines d'une équation. 

Examen des cas particuliers qui font exception. — Méthode pour calcul «r 
une fonction des racines d'une équation , quand on connaît une auf i*^ 
fonction quelconque des racines. 



Parmi les travaux publiés depuis un siècle sur la théorie 
algébrique des équations, l'un des plus importants est i 
sans contredit, le célèbre Mémoire de Lagrange, qd^ 
nous avons déjà'eu l'occasion de citer, et qui fait partît 
des Mémoires de V Académie de Berlin pour 1770 ^* 
1 771 . On rencontre , entre autres résultats remarquable^? 
dans ce grand travail , le beau théorème que voici : 

Dès quon aura troui^é, par un moyen quelconque, /^ 
valeur d'une fonction rationnelle des racines d'urt-^ 
équatiofi, on pourra en général troui^er la valeur d'uTt-^ 
autre fonction rationnelle quelconque des mêmes racin^-^t 
et cela par le moyen d'une équation simplement linéair'<^' 
Quelques cas particuliers exigeront la résolution d'ur^^ 
équation du deuxième, du troisième, etc., degré. 

La démonstration de ce théorème et le développemeii^ 
de ses conséquences feront le sujet de cette leçon; mais , 
pour ne pas interrompre notre exposition, nous confi^ 
mencerons par établir une proposition importante, doiï* 
nous aurons besoin. 
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^rème sur le nombre de valeurs que peut prendre 
ne fonction quand on y permute les lettres quelle 
"enferme, 

oit 

fonction des m lettrés a^b^c^. . .^k^l. 
désignons, pour abréger, 

A(j Aj , A3 j • • «9 Aji 

M =. 1 . 2 . . . /^ permutations dont ces lettres sont sus- 
tîbles , et représentons par la natation 



( 






lération qui consiste à remplacer les lettres de la per- 
tation A^ par celles de même rang dans la permuta- 

1 Ag : cette opération se nomme une substitution . 

3n obtiendra toutes les valeurs que la fonction V peui 
sndre par les permutations des lettres a, &, c, clc , 
lui appliquant les M substitutions 



'A 



>(:;)•{» (t) 



nt la première est une substitution identique. 11 en 
iultera, pour la fonction V, M valeurs que nous dési- 
erons par 

1 voit que le nombre des valeurs distinctes de V est au 
is égal à M : mais il peut être moindre^ cela arrivera, 
r exemple , si la fonction V est symétrique par rapport 
[Uelqucs-unes des m lettres a , &, etc. 
n peut arriver aussi qu'un(; fonction qui n'est symé- 
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trique par rapport à aucunes lettres , ue puisse pas cepcfS 
dant acquérir M valeurs distinctes. Nous citerons jaft 
(îxemple la fonction 

qui ne peut acquérir que deux valeurs, bien qu'elle ne soi 
symétrique par rapport à aucune des trois lettres qu'elle 
renferme. 

Quand nous disons qu'une substitution change ou n< 
change pas la valeur d'une fonction, il est bien enbendi 
que nous faisons abstraction des valeurs numériques qu'oi 
peut, ultérieurement, attribuer aux lettres, et que nou 
ne voulons parlcir que de la valeur algébrique de la fonc 
tion. Ainsi la fonction 

a -H 2Ô -h 3c 

est changée par la substitution I , ' ' )» quoique I 
nouvelle valeur qu'elle prend , savoir 

b -{- ic -\- 3«, 

puisse être égale à la première, si Ton attribue des valeui 
convenables aux lettres a^h^ c. 

Théorème. — Le nombre des valeurs distinctes yz. 
peut prendre une fonction de ni lettres ^ quand on 
permute les lettres quelle renferme, est toujours un d£^ 
seur du produit i . 2 . 3 . . . m. 

Supposons que les valeurs de la fonction V, 

formées comme il vient d*ètre dît, ne soient pas tout* 
distinctes, et que le nombre de celles qui sont égales à V^ 

par exemple, soit n\ que Ton ait, par conséquent , ces 
valeurs égales 



■ » ■ • 

■ 

-> 4 

L'i 
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qui oorrespondeiit respectivement aux permutations 

■OU, en d'autres termes, qui se déduisent de V, par les 
substitutions 



A 



0' (t)' (t)'---'(AO 



Soient V^, l'une des fonctions (i) qui ne sont pas égales 
à V^ , A^, la permutation correspondante , en sorte que V^, 

^ déduise de V, par la substitution ( . ' | , et considérons 

, . ^ ^V 

'Cs n permutations 

(4) Agç/, Ag/, A.^^, . . ., A^,, 

«or-ruées de telle sorte que Agr, A /, etc., se déduisent de 

^ot' ^6 ^^ même manière que Ag, A , etc., se déduisent 

^^ -A^, c'est-à-dire en exécutant les mêmes changemenis 

c^tre les lettres qui occupent les mômes places. Par 
exemple, si Ag se déduit de A^ en remplaçant dans A^ 

1^» lettres qui occupent les rangs i, 2, 3, 4^ respeciive- 
°^dil par celles qui occupent les rangs 2, 4 ? i , 3, de même 
*U.ssi Ag, devra être formée en remplaçant les lettres qui 

^^cupent dans A^, les rangs i, 2, 3, 4? respectivement 

Parcelles qui occupent les rangs 2, 4? i^ 3. 
'*^oient aussi 

les Valeurs de V en nombre égal à w, et qui correspondent 
***^ permutations (4), c'est-à-dire qu'oti déduit de Vj par 
"'s substitutions 



^ 



aucun 
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Je (lis que les égalités (2) entraîneront nécessairement les 
suivantes : 

En effet, V^ et Vg se déduisant de Vi par les substitutions 
j, ( j, il est évident que Vg se déduira de V^ 

par la substitution/ ^y^ pareillement, Vg, se déduira 

de V^/ en app1i(iuant à cette dernière la substitution ( * j . 

(3r, par hypothèse , la substitution j ^^ j ne produit 

changement sur V^, donc la substitution/ "'\ ne pro- 
duira aucun changement sur ^«'^car V^/, A^,, Ag, no 
sont autre chose que V^, A^, Ag où l'on a changé la 
notation d'une certaine manière. On a donc V , = V^,, 

oc O ' 

et l'on voit que, pour la même raison, les fonctions (5) 
seront toutes égales entre elles. D'ailleurs les n fonc- 
tions (5) correspondent respectivement aux permuta- 
tions (4) qui sont évidemment distinctes et diffiérentes des 
permutations (3); donc elles se trouveront parmi les M 
fonctions (i) , et l'on aura, par suite, 

M = 2/1 ou M > 2//. 

Si M > 2/1 et que V^„ désigne l'une des valeurs de V dis- 
tinctes de V^ et de V^,, on fera voir, comme précédem- 
ment, que la série (i) contient n nouveaux termes 

tous égaux entre eux : on aura , par conséquent , 

M =r 3 // ou M ^ 3 /? ; 
et, en poursuivant ce raisonnement, on voit que Icîs V 
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fonctions de la série (i) se partageront nécessairemeut en 
un certain nombre [x de groupes composés chacun de n 
fonctions égales entre elles : on aura donc 

M = un , dou a := — ; 

le nombre |ut des valeurs distinctes de V est donc un divi- 
seur du produit M = i . 2 . 3 . . . m , comme nous l'avions 
annoncé. 

Ce théorème a été démontré, pour la première fois, 
par Lagrange, dans le Mémoire cité plus haut. Nous 
avons suivi , dans la démonstration précédente , la marche 
indiquée par M. Cauchy dans son Mémoire sur le nombre 
fies "valeurs que peut prendre une fonction quand on y 
permute les lettres quelle renferme^ Mémoire qui fait 
partie du tome X du Journal de V Ecole Polytechnique. 

Des fonctions semblables . 

Deux fonctions de m quantités sont dites semblables 
lorsque les substitutions qui changent la valeur de l'une 
changent aussi la valeur de l'autre , ou , ce qui revient au 
même, lorsque les substitutions qui laissent Tune d'elles 
invariable ne produisent non plus aucun changement sur 
Vautre. 

Ainsi, deux fonctions symétriques des m racines d'une 
Ration, sont deux fonctions semblables qui ne peuvent 
prendre chacune qu'une seule valeur^ et, plus généralc- 



'nent , si 



•^1» ^2 » • • • ) *^m 



cfésignent les m racines d'une équation de degré m , deux 
"onctions symétriques de n d'entre elles , 



•^ 1 > **'> > • • • ) '^'w 



P^r exemple, seront aussi deux fonctions semblables 
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des m racines , et chacVine d'elles pourra acquérir un 
nombre de valeurs égal au nombre des combinaisons de m 
lettres « à /i, c'est-à-dire à 

m {m — I ) . . . (m — « -f- i ) 

I I I - - m 

I . 2. . . /2 

Nous ne considérons ici que des fonctions rationnelles. 

Propriété fies Jonc /ion s semblables //es racines d^ une 

équation . 

Deux fonctions semblables des racines d'une équaûoD 
sont exprimables rationnellement l'une par l'autre, en 
sorte que si l'on connaît la valeur d'une fonction quel- 
conque des racines , on pourra déterminer la valeur de 
toutes les fonctions, semblables. 

H y a pourtant quelques cas d'exc^eption que nous ex»- 
iiiineroiis en détail. 

Soient, en efl'et, 

les ni racines de l'équation 

( i) JT'" -h y>, .r*-' H- p, .r'"-' -+-... -^ Pn,-^ x -^ p„,z=zo, 

et 

V "^^ r [x^^ x-i , . . • j «^ffi j » 

deux fonctions rationnelles et semblables de ces racines 
dont la première est supposée avoir une valeur connue. 

Appliquons simultanément, aux fonctions F et/, 
toutes les i . 2 . 3 . . . m substitutions possibles \ il en ré- 
sultera pour V un certain nombre jlh de valeurs distinctes, 
([ue je représente par 

1) V I , V y 5 . . . , V // , 
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pour la fonction semblable y^ les ^x valeurs correspon- 
ntes' 

On peut former, par la méthodo indiquée dans la 
axième leçon, l'équation qui a pour racines les p va- 
irs de V : soit 

I . yf^ ^ p, V^-* H- P, V^~' -h . . . + P/._. V-h P;. =: o, 

te équation , dont les coefficients sont exprimables ra- 
nnellement par ceux de l'équation proposée. On pour- 
t former, de la même manière , l'équation qui a pour 
înes les |ui valeurs dej^; maïs celte équation ne nous 
a pas nécessaire. 
Considérons maintenant la fonction 

n est un nombre entier quelconque ^ les valeurs que 
it prendre cette fonction par les diverses substitutions 
ont évidemment 

V" Y V" Y V" r V" r 

sque, généralement, toute substitution qui change V 
V change aussi y- en y , et il suit de là (deuxième 

on) que la quantité 

a une fonction symétrique des ni racines J'i , Xj , . . . , jc^ , 
pourra, par conséquent, s'exprimer rationnellement 
fonction des coefficients />^,, /;» , etc., de l'équation (i), 
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quel que soil rentier //. Donnons à n les valeurs sU^-^' 
cessives o,i,2,...,(|ut — i), et posons 



(5) 



..7,..+ ..X1-- + -- .+ ■•r^=''' 



vr~y,+vf-v,+vf->,+...+v''-> =r . 



Les seconds membres ^o? ^i? etc., de ces équations sor»-^ 
tous exprimables rationnellement en fonction des coeflS- - 
cients de l'équation proposée et dés quantités connue s 
qui entrent dans F et/ 5 on peut donc les considérer 
comme connus , et si l'on 'résout les |ui équations ( 5 ) p^^ r 
rapport à j^, , j^j , . . . , j^^ut , chacune de ces valeurs de 
se trouvera exprimée, comme on va voir, en fonction r 
tionnelle de la valeur correspondante de V. 

Ajoutons les équations (5), après les avoir multiplié 
respectivement par les facteurs 

et faisons , pour abréger, 
on aura 

vt si Ton veut la valeur de. y par exemple, il suflTiï'a 

(le déterminer les facteurs io? ^15 etc., de manière (j" "*i^' 
Ton ait 

(8) t(V.) = o, y(V2) = o,..., y(\V.) = o, 



.•k 
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a»^Vp) = 05 alors l'équation (7) donnera 

reste plus qu'à trouver les valeurs' de X© > ^n etc. ; 
l'on peut faire très-aisément de la manière sui- 



3quations(8) qui déterminent ces facteurs expri- 
ue l'équation 

racines Vi, Vj , . . . , V^ , excepté \p ] mais Téqua- 

) 

4,(V) = o 

icmes racines, y compris \p ^ et comme d'ailleurs 
5 hautes puissances de V dans ^(V) et dans ^{^) 
ir coefficient l'unité , on aura identiquement 

<p(V)= 



V — V. 



développant le quotient de^(\) par V — V© , 



a— I 



= v + 



p. 

4-V, 



V 



fi—i 



P. 
P.V 



I T/î 



y 



v''*-^ . 



4- p^-. v; 



P.V; 



V— 2 



+ v^ 



V- -I 



itiiiant celle valeur d(î 'p(V) avec celle donnée par 
ion (6), on obtient les valeurs suivantes des fac- 
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/ 


^fJ—l 




P. + Vp, 








^fl—i 




p. + P, Vp 


+v; 


» 


(•o) 


^/A— 4 




p. + p, Vp 


+ p,' 


V^ _i_ v' 




• • • • 


• 









Ao- . . P/A— I -f- P/A — 2 V|0 -f- • • • "h P| V "^ p • 

Ces facteurs étant tous exprimés en fonction de Vp 
des quantités connues , il en sera de même de y . O 

peut donner à l'expression de j une forme très-simpl 

En faisant , pour abréger l'écriture, 

JL/JL—i "= ^fi—i "H P| ^/A— 2 ~f- P2 ^y—i -+-..."+- Pa— 2 ti -H PyUl— I /« y 

T^__2 = tfi^2 ~h Pi ',tt— o -f- P2 '/A— « -t- . . . -h PyU— 2 ^0 » 

T //_, =: tfjL-.i -+- P| ^a— i -+• -f- P/A— .i ^ti j 



T — t • 

le numérateur de la valeur (U* > . donné par Téqua- 
tion (9) , sera 



a- I 



V.— 



T„ V. -+- T, Vi' ■ -H . . . -f-T. ._, V, 4- T„.. , , 



rt quant au dénominateur, il est égal à (f(\p)^ cVst-à- 
dire à la valeur que prend la fraction - — — pour \=Vp: 
cette valeur est <|;'(Vp), ^^ désignant la dérivée de ^. Or, 



ij I 



«A.- •' 



^|l'(V) r-_- ^V' + ((A ~ 1) P, V^" -f- . . . 4- IV-a; 
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aura donc la valeur suivante de r^ 

i) j = e e î- 

^ pV^'-f-(f*— i)P.V/*-^4-...-l-2P/*_,V^-f-P;x^. 

., en désignant simplement par V Tune quelconque 
s valeurs Vj , V, , etc., par y la valeur correspondante 

, To V'"- -h T. V '"^-V ... H- T^-. V -4- T;x_. 
2) jr= ^ ' 

ileur que nous représenterons aussi , pour abréger, par 

0(V) 
^ f(V) 

Examen des cas particuliers qui font exception , 

D'après ce qui précède , les valeurs de j^ ^ J 2 ? • • ^ J » 

exprimeront rationnellement et en fonction de Vi, 
'2, ..., \ fj,^ respectivement par les formules 

dais quelques-unes de ces équations seront illusoires si 
'équation 

i des racines égales; elles le seront même toutes si la pré- 
:édente équation en V n'a que des racines multiples. 
Toutefois, si V^ est une racine simple de l'équation en V \ 
a valeur correspondante y sera, dans tous les cas, donnée* 
par la formule^ 

y =^^'- 



Les cas d'exception que nous venon!«'dc signaler pcuveii> 
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cvidemmeiit se présenter^ car, bien que les fouctions 

soient distinctes, quant à la forme algébrique, si les quan- 
tités OTi, Xa, etc., dont elles dépendent, ont des valeurs 
déterminées , quelques-unes de ces fonctions peuvent être 
numériquement égales. Alors les équations (5) sont insuf- 
fisantes pour déterminer 7*1, ^s, etc. 

Supposons, par exemple, que Vj = V^, mais que toutes 
les autres valeurs de V soient difléren tes et distinctes de V, : 
les inconnues ri et y^ n'entreront dans les équations (5) 
que combinées entre elles par voie d'addition , et ces équa- 
tions (5) ne pourront déterminer que 

([ui sont au nombre de p. — 15 l'une des équations (5) de- 
viendra inutile, et en se bornant aux u. — i premières, 
on aura 

(/i -1-/2) -^73 -+-74 + . . . 4- J^ = ^, 

V. (r. 4-72) -♦- V3 r, -♦- . . . 4-v^ y^ = t, , 



Kn opérant sur ces équations, comme nous avons fait sur 
les équations (5) , on déterminera les inconnues 

.>'i -^ y-it y.'t ' ' ' -) y^y 

m 

([ui se trouveront (exprimées respectiveinc^nl en fonction 
iMlionnelIe de 

V, ou V., V.., . . . , \ ,;. 

Kl £;énéralemenl si Téquation 

+ (V) = o 
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L a racinjes égales à V, , 6 racines égales à Vj, etc., les 
iquations (5) , dont quelques-unes deviendront alors inu- 
iles, ne pourront faire connaître que la somme des a va- 
eurs de y, qui correspondent aux a valeurs de V égales 
I Vi, en fonction rationnelle de Vi ^ celle des ê valeurs 
le y, qui correspondent aux 6 valeurs de V égales à Vj , 
;n fonction rationnelle deVj, et ainsi de suite. Voici 
comment on pourra , dans ce cas , déterminer les valeurs 

Supposons qu'on ait ces a valeurs de V égales entre 
îUes , 

Vi ^=:= Va rrr . . . zm Va j 

3n pourra calculer, en fonction de Vj, la somme 

Dn pourra aussi calculer, de la même manière , la somme 
ies carrés de ces quantités , la somme de leurs cubes , etc. , 
il enfin la somme de leurs puissances a -, on pourra donc 
rormer (deuxième leçon) l'équation de degré a, qui a pour 
racines les quantitésj^i, j^svî /«• Ainsi, quand l'équa- 
tion en V a des racines égales, la détermination de la 
fonction y, semblable à V, peut dépendre d'une équation 
du second, ou du troisième, ou elc.^ degré. 

On peut former^ sans faire de nouveaux calculs, la 
somnie des valeurs de / qui correspondent aux valeurs 
égales de V, et la déduire des équations (i3). Supposons, 
par exemple, que V2 = Vi, mais que les autres valeurs 
V3, V4, etc., soient différentes deVj-, augmentons les coeffi- 
cients de l'équation proposée (i) de quantités infiniment 
petites, de manière que V2 ne soit plus égal à V,, et po- 
sons Va = \\ -\- //, h étant un infiniment petit : on aura 

_ 0(v.) _ e{\,-hh) 
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Soit 

'HV) = (V-V.)(V-V.~A)>I..(V); 

on aura, en difïeren liant, 

f(V) = (V-V0(V-V,-A)f.(V)H-[2(V-V.)-Al^p,(V), 
et , par suite , 

f (V.) = -h-^,{ V. ), V(V, -h h) = h^, (V, 4- A), 

ou , en négligeant les puissances de A supérieures à la 
première dans ^'( V, -f- A) , 

f (V.-f-//) = //.^,(V.). 
D'après cela , les valeurs de /, et j2 seront 

^ -0(V.) __ 0( V. -♦-//) . 

donc. 

.. , .. _ Q(V, + A)-0(V.) 

Cette équation est inexacte , puisque nous avons négligé 
les puissances de h supérieures à la première; mais elle 
sera exacte à la limite, pour A = o , c'est-à-dire quand 
on égalera à zéro les quantités ajoutées aux coeflScients de 
l'équation proposée. Or, pour /i = o , on a 

et 

+.(V.)=Hm^f^r^,, pour V = V., 
c'est-à-dire 

on aura donc , enfin , 

r. -H y, __ e^(V.) 
9. ~-rfV./ 
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1 l'on ferait voir assez aisément que si Ton a , on général , 

V I — V2 — • • • ^^^ » ot » 

j aura en même temps 

1 sorte qu'on obtiendra la moyenne arithmétique des 
ileurs de y qui correspondent aux valeurs 4© V égales 
Vi , en prenant la valeur illusoire de ji donnée par les 
[uatîons (i3), et substituant au numérateur et au dé- 
>iiiinateur de cette valeur de ^i, leurs dérivées d'ordre 
— I par rapport à Vj. La démonstration de l'équa- 
on (i4) n'offre aucune difficulté; mais comme cette 
rmule est seulement curieuse, et ne nous sera d'au- 
me utilité, nous nous bornerons aux développements 
ai précèdent. 

féthode pour calculer une fonction des racines d'une 
équation, quand on connaît une autre fonction quel- 
conque des racines 

La théorie qui vient d'être exposée peut être aisément 
tendue au cas où la fonction inconnue j n'est pas sem- 
lable à la fonction donnée V. 

Nous désignerons toujours par Xt , Xg , . . . , x,„ les ///. 
acines de l'équation proposée, et par M le produit 
1.2.3. . .m. Si Ton applique simultanément aux deux 
onctions V et y les M substitutions que l'on peut faire, 
il en résultera pour V, M valeurs 

• pour /, M valeurs correspondantes 
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le nombre des valeurs distinctes de V ou de j^ s'il n'^-^' 
pas égal à M, sera un diviseur de M, ainsi que xlqi€^ 
l'avons démontré au commencement de cette leçon. ^' 
convient de distinguer deux cas : 

i^. Supposons d'abord que les M valeurs de V soiec»* 
distinctes, algébriquement parlant, ce qui n'empêchera 
pas que quelques-unes de ces valeurs ne puissent être 
numériquement égales, et ne faisons d'ailleurs aucune 
hypothèse sur le nombre des valeurs distinctes de y. 
Dans ce cas , la méthode précédemment exposée s'appli- 
quera , sans modification , à la détermination de chaque 
valeur de y en fonction de la valeur correspondante de V. 
On aura toujours, en conservant nos mêmes notations, 

,__ ToV/^-'-hT,V^-^-|-...-t-T^_,V + T^-. _ 0(V) , 

seulement , on aura ici /m = M , et en donnant à V succes- 
sivement ses M valeurs , l'équation précédente fera con- 
naître toutes les valeurs de y chacune répétée le même 
nombre de fois, et exprimée chacune par la valeur deV 
correspondante. Si l'équation (|>(V)=o a des racines 
égales, on opérera identiquement, de la même manière 
que si V et j^ étaient fonctions semblables. 

2^ . Supposons que le nombre des valeurs disti nctes de V 
soit moindre que M: désignons-le par |ut, et posons 

les M valeurs de V , 

V V V 

se partageront alors en [f. groupes contenant chacun /* 
valeurs égales. Soient 

^ \ i ' 2 ) ) ^ ny 

▼ n-f-l > » /i-f-2 )••••) »3«) 

V V 
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Ss fi groupes, et désignons toujours par )'^ la valeur de y 
Eyrrespondaute à V^ . 

Pour ramener ce cas à celui des fonctions semblables , 
Uùgnons par z une fonction symétrique et rationnelle 
^Iconque des quantités 

Xi > ^2 > • • • > Xn » 

îl est évident que V et z seront des fonctions semblables ; 
on pourra donc exprimer z en fonction rationnelle de \ . 
Quand on aura ainsi calculé n fonctions symétriques 
les quantités yi, X%^ - -") Jn^ on pourra former Téqua- 
tîon du degré n , qui a pour racines ces n valeurs de /. 

On voit, par ce qui précède, qu'on pourra toujours 
déterminer les racines o^i, oTt , . . . , .r,„ d'une équation 
lonnée, si l'on connaît la valeur d'une fonction V de ces 
racines 5 pourvu que les i . 2 . 3 . . . m valeurs que prend 
cette fonction, quand on y permute les racines, soient 
jifTérenles, non-seulement soiis le rapport de la forme 
algébrique, mais encore au point de vue numérique. 

En efl'et , on peut supposer que la fonction inconnue j st» 
réduise à l'une quelconque des racines, à Xi par exemple ; 
alors on pourra exprimer Xi en fonction rationnelle 
de V et des coefficients de l'équation proposée : si ensuite 
on suppose que y se réduise à une autre racine Xj, on 
pourra de même exprimer Xj en fonction rationnelle de ^^ 
et ainsi de suite. D'où il résulte que si la valeur donnée 
de V est commensurable , les racines de l'équation pro- 
posée seront toutes commensurables. 

Mais si la fonction V n'a pas toutes ses valeurs dis- 
tinctes, que Ton ait, par exemple , 

V , rzr V 2 ^^^ V 3 , 

et si , faisant toujours j- = .7 , , les valeurs de } correspon- 
dantes sont 



■1*1 j x-t ) .r-, j 



i<» 



\ 
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la méthode précédente ne fera plus connaître ces racine^ 
elle permettra seulement de former Téquation du 
sième degré, dont elles dépendent. 

La théorie qui vient d'être exposée comprend tout 
que l'on sait de plus général sur rabaissement des équi 
tions quand on connaît une relation entre les racines , c- 
ce cas est évidemment le même que celui où l'on donne 
vajeur d'une fonction des racines. 



ce 
a- 
ar 
la 



t\ 
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caUon de la théorie exposée dans la leçon précédente. — Nouvelle 
démonstration d'un théorème établi dans cette leçon. 



application de la théorie exposée dans la leçon 

précédente, 

uoique la théorie exposée dans la précédente leçon 
très-simple, je ne crois pas inutile de montrer sur 
ixemple comment les calculs doivent être exécutés, 
ous nous proposerons de calculer Tune des trois ra- 
% Xi^ Xf^ oci de l'équation du troisième degré 

x^ — 6x'4- MX — 6 = 0, 

ar exemple , sachant que la fonction 

igale à 3 . 
aisons 

ppliquons aux fonctions V et r les i . 2 . 3 = 6 substi- 
ms 

(^\y^2^*^i\ |^^9^29^■^\ /^Ij-^JjJ^.T 

tXlyX->jXx\ fXyyXlyX^\ fXlyX^yX^X^ 

i résultera les six valeurs suivantes pour V et } : 

V I crr Xx -f~ 2 J?2 — [^ JTj y yx ^3 Xx y 
Vj tzr X\ —f- 2 JTj — ^ Xi^ y^ — JP(> 

v .J "^^ x-i — t" 2 x-^ [^ Xx ) y-^ — X-x 9 

V4 =: X; -^ 2 X, — 4'^3> J* = «^^î» 
V5 == J7, -f. 2 X, — 4 -^2 , 75 = ^3» 

^ v« — jTj + 2 X, — 4*^1, .n = -^n. 



dO. 



■'-.* 



l48 DOUZIÈME LEÇON. >. 

On formera Téquation du sixième degré en V, 

V« 4- P. V* + P, V^ -H P3 V=» + P, V» H- Ps V H- Pe = 

et l'on trouvera 

P, = 12, Pji=— 2, P3=— 336, 

P4=:— 287, P5=:2o52, Pe=20l6; 

on calculera ensuite les quantités t^^ /,, tf^ f,, 
telles que 

par la méthode des fonctions symétriques : on tro 

ainsi 

^0=12, ti =z — 16, ^2 = 264 ? 

f 3 =r — 1 240 , ^4 = 11 592 , f 5 = — 80296 ; 
et en posant, comme précédemment, 

T5 = ^ -h P, ti -h P2^3 4- P3 t2 + P4 ^ + P.S A., 
T4 = ^4 +P.^3-hP2^2-|-P3^|-4- P^^O, 
1 3 = ^3 -+- Pi ^2 "+~ Pj f\ *+" P3 ^0 > 

±2 ::^ tj + 1 1 ^1 -h" Pv ^0 ^ 

T, =:f, -|-P,/„, 
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lira 

T5=i8oo, T4=:— 1884, T3 = — 2072, 
T, = 48, T, = 128, To=i2. 

oienant la formule générale 

_ To V^ 4- T. V* 4- T, V^ -H T, y» -4- T4 V -♦- T5 
-^ — 6V*-4-5P,V<-+.4P,V3-4-3P3V*-f-2P4V-HP;' 

'on doit affecter j^ et V de mêmes indices, devient 

i2V^-h i28V^4-48V^~2072V^— i884V-hi8oo 
6V*-h6oV« — 8V3— ioo8V^ — 574V4-2052 

r avoir la racine Xt , il faudra faire V = 3 , et Ton 
vera ainsi 

_ - 79^0 _ 3 

2040- 

n voit, par ce qui précède, que les calculs auxquels 
luit notre théorie sont d'une longueur rebutante, 
ic dans les cas les plus simples ; mais il ne faut pas 
lier que nous nous plaçons au point de vue théo- 
.e, bien plutôt qu'à celui de l'application. Toutefois 
calculs se simplifient en suivant une nouvelle marche 
quée par Gallois. 

')uvelle démonstration d'un théorème établi dans 

la leçon précédente, 

^HÉORÈME. Si 

f{x) = o 

'^ne équation quelconque de degré m^ mais qui na 
de racines égales ^ et que 

^^ ne Jonction rationnelle des racines jr/j, «jr^, ,• r 



tn 
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de r équation (i), tellement choisie y que les i . a.3. . .m 
valeurs quelle prend , quand on y permute les racines, 
soient toutes différentes^ on pourra exprimer les m. ra- 
cines .rj, Jt's, . . . , x„, en fonction rationnelle de V. 

Voici comment Gallois démontre ce théorème dans le 
Mémoire inséré au tome X du Journal de Mathéma- 
tiques de M. Liouville. 

Nous désignerons par \\ la valeur donnée de V, et 
par 

les |7. = £.2.3... [m — i) valeurs que prend V, quand 
on y permute les m — i racines 

sans changer la place de x^. On aura alors une équation 
rn V du degré |ut, savoir : 

,; a) ( V - V.) ( V - V,) . . . ( V - V^) = o, 

dont les racines Vi, Vj, etc. , seront toutes différentes, et 
dont les coefficients , qui sont des fonctions symétrique» 
des racines j?g, ^3, . . . , x,„ de l'équation 



M - X % 



— o, 



s'exprimeront rationnellement par les coefficients de cette 
équation, c'est-à-dire en fonction de .r, et des coefficients 
de l'équation proposée ( i ) . Par suite , l'équation (a) pourra 
être mise sous la forme 

(3) F(V, .r,) = o, 

F désignant une fonction rationnelle de V et de Xi . Or 
l'équation (2), ou l'équation (3), est satisfaite pour V=Vi: 
on aura donc identiquement 
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D^où il suit que l'équation 

(4) F(V,,^)=o 

sera satisfaite pour 



X — — */b| > 



et y par conséquent , les équations (i) et (4) auront une 
racine commune x^. Je dis, de plus, que ces équations 
ne sauraient avoir d'autre racine commune. Supposons, 
en eflët, que l'équation (4) soit satisfaite pour j^ = 0:2, on 
aura identiquement 

F(V.,X,)r=:o; 

par suite, l'équation 

(5) ' F(V, x,)=o 

sera satisfaite pour V = Vj. Or Téquation (5) se déduit 
de l'équation (3), ou de Téquation (2), en changeant x^ 
et Xs l'un dans l'autre : d'ailleurs, par ce changement, 
les quantités Vi, Vj, . . . , V^ se changent en d'autres V, , 
V, ,..., V' , toutes distinctes des premières par hypothèse; 

l'équation (5) peut donc se mettre sous la forme 

(v-v',)(v-iv;)...(v-v;)r.:o, 

et ne saurait avoir V| pour racine. 

Les équations (i) et (4) n'ayant que la seule racine 
commune X], on déterminera aisément cette racine. Pour 
cela on cherchera le plus grand commun diviseur entn^ 
f{x) et F(Vi, j:), et Ton poussera l'opération jusqu'à ce 
qu'on obtienne un reste du premier degré en x : en égalant 
à zéro ce reste, on aura une équation qui fera connaître 
la valeur de X| , 

pt (ctle valeur de Xi srra évidemment ralionnril*' en \ , 
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car ropération du plus grand commun diviseur ne peut, 
jamais introduire de radicaux. 

On pourrait opérer de même pour trouver les autre* 
racines, et l'on aurait ainsi pour toutes ces racines d^^s 
expressions rationnelles, telles que 

CorollaireI. — L'équation enVdu degré M = i . ^.3. . .tr^^^,, 
qui a pour racines toutes les M valeurs de V, et dovr^t 
les coeflScients s'expriment rationnellement par ceux c3e 
l'équation proposée, jouit d'une propriété assez curieuse 
c'est que toutes ses racines peuvent être exprimées ratio 
nellemcnt par l'une quelconque d'entre elles. Soient, ^^n 
elïct, V et Vg deux des valeurs de V ^ Vj est une foncti<3n 
rationnelle des racines j^i, Xg, ... , x,„, lesquelles, d'apr-^s 
(■e qui précède, sont des fonctions rationnelles de V : on 
aura donc 

V,=:0(V), 

^ désignant une fonction j-ationnellc. 

Corollaire II. — On peut aussi déduire, de ce cjni 
précède, la proposition suivante ; 

Étant données tant d'irrationnelles algébriques qu'on 
voudra^ on peut toujours les exprimer toutes en jonction 
rationnelle d\ine même irrationnelle. 

Soient , en effet , 

n irrationnelles algébriques quelconques^ on pourra for^ 
mer une équation d'un certain degré m , «à coefficients ca^^^' 
niensurables , dont ces n quantités seront racines, et q^^ 
n'aura pas de racines égales. Soient 

.^1 , •«'2 «... 9 •«■, 



l 7 •«'2 7 • • • 7 '^ /M 



Icb m racines de cette é(|uation . et désignons par V lUï* 
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>nction rationnelle de ces m racines telle , que les valeurs 
u'elle prend par les substitutions soient toutes dis- 
nctes. V sera une irrationnelle algébrique en fonction 
itionnelle de laquelle les n irrationnelles données pour- 
>nt s'exprimer, d'après le théorème précédent. 

Nous admettons comme évident qu'on peut toujours 
»nner une fonction rationnelle de m quantités inégales 
îlle , que les i . 2 . 3 . . . m valeurs qu'on en déduit par les 
ibstitutions soient différentes. 

application à un exemple. — Le théorème précé- 
ent fournit une méthode beaucoup plus simple que 
îlle qui résulte de la théorie de Lagrange, pour déter- 
dner les racines d'une équation quand on se donne une 
>nction de ces racines. Nous prendrons comme exemple 
î cas de l'équation du troisième degré. 

Soit l'équation 

't posons 

V = axx -h bxi -h Cwi'a. 

En permutant les lettres Xj et x^^ on aura ces deux va- 

eurs de V, 

V| = aXi -h bx2 -f- CX3, 

V2 = axy -h bx^ -h cjst ; 
équation en V sera alors 

(v-v,)(v-vo = o, ■ 

V — [2 ax, + (^ -h c) [x^ + X,)] V 

- \a'^x\'\-(i{b-k-c)x,[Xi-\-x^-\-bc[x\-\-x\)-\'[b'''\'C'')x:Xj\z=z o. 

O peut chasser x^ et x^ de cette équation à l'aide des 
^lations 

J?2 ~T" >^ji, P\ '""' «^1 ) 

X^X, = />2 — X, [X^ -f- .<-.*) = />■; -f- p^ X, -^ x], 
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et Ton aura 
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V — [(2^ — ô — c) X, — p, [b + c)] V 
(^) ^ . r (^' -^h''-\-c^ — ab — ac^ bc)x] 1 [ =^ ^ 



Il faudra mainteuant, pour avoir Xi, faire ;r=:j'i dan — s 

le premier, membre de Téquatioa (i) et chercher le plu s 

grand commun diviseur entre le polynôme que l'on ob 
tiendra ainsi et le premier membre de Féquation (2) 
il n'y a même aucun calcul à faire dans le cas particuli^^sr 
où Ton a 



(û + ^' 4- r- — ab — ac — bc 



o; 



car alors l'équation (2) ne contient plus que la premiè: 

puissance de Xi, et fait connaître immédiatement sa v- 

leur. Ce cas simple se présente si l'on prend pour a , h 

les trois racines cubiques de l'unité. 

Soit a une racine cubique imaginaire de l'unité, 

posons 

« zzr I, b =1 ex, e = ot,^, 

on aura , en remarquant que a -|- a* -|- i = o , 



u'i 



3V 



re 



et 



•«1 
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fiétés des racines de Téquation binôme. Des racines primitives et de 
ur nombre. — Digression sur la résolution numérique de Téquation 
laquelle se ramène l'équation binôme, quand on lui applique la 
)thode d'abaissement des équations réciproques. Exposition de la 
!thode de M. Sturm pour la séparation des racines* 



<es racines de Funi té jouent un rôle important dans la 
3rie de la résolution algébrique des équations , dont 
LS allons bientôt nous occuper; je crois donc utile^e 
peler ici les propriétés de ces racines, dont quel- 
s-unes sont démontrées dans les Traités élémentaires 
Igèbre. 

Propriétés des racines de V équation binôme. Des 
racines primitii^es et de leur nombre, 

, Les racines communes à d'eux équations binômes 
la forme 

t également racines de C équation 

6 désigne le plus grand commun div^iseur des nomr 

s m et n, 

supposons, en efVet , que Ton ait à la fois 

a*" = I et a" =1 I ; 

t m^n y et désignons par q le quotient et par /• \v 
le de la division de m par n , en sorte que m=nq -f- /* : 
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OU aura 

Mais , à cause de a" = 1 , on a aussi a"^ = i ^ donc 

D'où Ton conclut aisément que si r, /'', ''",.••» ^ ^^^^ l«f5S 
restes auxquels conduit la recherche du plus grand coïts. — 
mun diviseur des entiers w et n , on aura 

et, par conséquent, toute racine commune , a, auxdetxx 
équations proposées , est aussi racine de 

Ilaest évident d'ailleurs que, réciproquement, les raciixes 
de cette dernière équation appartiennent aux deux équ.a- 
tions proposées. 

Il résulte de là que si m et n sont premiers entre eux , 
les deux équations 

n auront d'autre racine commune que Tunité, et que, si 
m est un nombre premier, l'équation 

n'aura de racine commune autre que l'unité , avec au- 
cune équation de degré moindre. 

IJ. Si a désigne une racine quelconque de V équation 
hinônie 

toute puissance de oc sera aussi racine de la même cqua" 
tion. 

L'équation 



^m 



fnlraine, on eflet, 

%"'^=l, ou («*)'"=!, 
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conséquent, tous les termes de la série 



a, a', a', . . . 



racines de la même équation. Or, à cause de «"*= i , 
issi 



a'"+'=ra, a™"^» = a% . . . ; 



suit que la série précédente contiendra au plus , 
; cela doit être, m quantités distinctes, savoir : 

a, a% a%..., a"""', a" OU i. 

;st un nombre premier^ et si a. n'est pas égal à 
, les m termes de la série précédente sont diffé- 
car si l'on avait, par exemple , ^ 

-t- n' étant inférieurs à m, on aurait, en divisant 

ne peut être , puisque l'équation x"' =i ne saurait 
l'autre racine commune que Tunité avec x" = i . 
îsulte ce théorème : 

i est un nombre premier^ et a une racine quel- 
î de V équation 

}ue V unité y les m racines de cette équation seront 
mtées par 



OL, a% a%. . ., a*"-', a"". 



•position précédente n'a plus lieu lorsque m est un 
e composé , et qu'on prend pour a une racine quel- 
2 de 

Jle aura lieu évidemment , d'après ce qui précède , 
1 prend pour a une racine qni n'appartienne en 
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même t(»iips à aucune équation x" = i de degré n m 
rieur à m. 

Cela posé , nous appellerons racines piimitives « 
l'équation binôme 

les racines de cette équation qui n'appartiennent à au 
cune équation de degré moindre et de même forme , telle 
que 

07»= T. 

Si m est premier, toute racine de a:'" = i, autre que i, 
est une racine primitive; et, dans tous les cas, chaque 
racine primitive jouit de la propriété de pouvoir donner 
toutes les racines par ses diverses puissances. 

Nous allons démontrer actuellement l'existence des ra- 
cines primitives pour toute équation binôme, ded^rénon 
premier, et déterminer en môme temps le nombre de ces 
racines primitives. 

m. Considérons d'abord le cas où le degré de l'équa- 
tion binôme 

X^Z= I 

est une puissance d'un nombre premier p^ et soit 
toute racine non primitive de Téquatiou 

xP^'=z I 

doit appartenir à une équation telle que 

où 6 désigne un diviseur de p^ : mais tout diviseur de p' » 

autre que p^ lui-même, doit diviser p^~^'^ donc les ra- 
cines de l'équation précédente, et par suite toutes 1^ 
rarin^^s non p rini if ii^es delà proposée, doivent appartenir 
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iquatîon 

iUeurs toutes les racines de cette dernière appartien- 
it évidemment à la proposée; le nombre des racines 

1 primitives de la proposée est donc p^'~\ et, par 
aséquent, celui des racines primitives est 

p^ — />'*^'5 ou /?'*(i ), ou m[\ 1. 

Nous allons maintenant faire connaître la manière dont 
U formées les racines primitives. 
Considérons toujours Téquatiou 

soient 0| une racine quelconque de Téquation 

XP :=i\^ 

une racine quelconque de 

xv — 6, , 
une racinr quelconque de 

jr/' = 6,, 

ainsi de suite jusqu'à ctî qu'on obtienne une dernièn» 
nation 

xP = <5y_., , 

•m nous désignerons par Su une racine quelconque. Si 
»n fait 

a = S, ê, . . . ê^_j é ^ , 

tte expression de a, qui a ^^ valeurs, puisque Cj a /> va- 
irs, qu'à chacune d'elles correspondent p valeurs de 

, etc. 5 donnera précisément les p^ racines d(? l'équa- 
3n (i). 



n^m 
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On voit (l'abord que les valeurs de « satisfont k Féqua- 
tion (i), car on a, 

et , par suite , 

Il suffit donc de démontrer que les p valeurs de a sont 

distinctes. Supposons que deux de ces valeurs soient égales 
entre elles, que l'on ait, par exemple, 

(3) 6, 6j 6, . . . <5^_^ Ç^ = 6', 6', €.'3 . . . 6'^_^ 6^ ; 

en élevant cette égalité à la puissance /?, et se rappelant 
que 



(4: 






on aura 



(5) 6, 62 63 . . . 6 = 6', 6', 6'.j . . . 6^_,. 

Des égalités (3) et (5) on^tire 

en opérant sur l'égalité (5) , comme nous venons de faire 
sur l'égalité (3), on obtiendra 

et, en continuant ainsi , on arrive à cette conséquence, 
que l'égalité (3) ne peut exister à moins que les quantité 
ot, Ê2,. . ., ëfj, ne soient égales chacune à chacune aW 
quantités S',, 6',,. . ., ë',j. D'où il suit qne réquation(2) 

donnera ellectivement toutes les racines de l'équa- 
tion (i). 
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Cherchons maintenant quelles sont celles de ces ra- 
aes qui sont primitives. Comme nous Tavons déjà re- 
arqué, les racines non primitives de Téquation (i) sont 
^Iles qui satisfont à l'équation 



X = ï. 



»/*-» 



ipposons donc que l'on ait 

(6, 6-2 6-, . . . 6^j£_, 6^) = I ; 

supprimant lés facteurs égaux à l'unité, cette équation 
réduit à 

lis des égalités (4) on déduit 

p p p p 

^ suite, l'équation (6) exige que 

€, = I. 

t* où Ton voit que la valeur de a donnée par Féquation (u) 
a une racine primitive ou non primitive de Téqua-' 
a (i), suivant que Si sera différent de i ou égal à i. 
De ce qui précède on peut conclure la proposition sui- 
ite : 

Théorème. — La résolution de réquation binôme 
=11^ dont le degré m est une puissance fx d'un nombre 
imier p, se ramène à déf émaner une racine êj autre 
? Tunité de ï équation a:'* = i , une racine êf quel- 
ique de Féquation j:'' = 6i, puis une racine quel- 
tque es de a?'' = 6» , etc. 

!^ar on aura, par ce moyen, une racine primitive de 
[uation proposée, laquelle donnera toutes les autres 
ses diverses puissances. 

1 1 
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IV. (lonsidérons mainlcnaiit le cas gênerai où le ^J^' 
gré fu de réqualîon binôme 

f I ) .r^ = I 

est un nombre eomposé quelconque ^ décomposons ^*' 
nombre en ses facteurs premiers, et soît 

W. V J 

m zzr. p> q . , , r' ^ 

p^q^, . ,^ r désignant des nombres premiers quelconqia.«s 
inégaux. 

Ecrivons les équations 

(2) r — »> .r' :=i,...,.r' = i ; 

désignons pai* c une racine quelconque de la premièi.'0, 
par y une racine quelconque de la seconde, etc., pam" o 
une racine quelconcjue de la dernière, et posons 

(3) a r=: 67 . . . . 

Cette expression de a a m valeurs, puisque ê, y, . . . , o 

ont respectivement p^^ ^% . . . , r^ valeurs-, je dis que cr-r 
sont précisément les m racines di; l'équation (i). 

Il est d'abord évident que la précédenKî valeur de a 
satisfait à l'équation (i), car on a 

If V A 

fil»' Q . «kf 

r/ =1, y^ =1,..., rj =1, 

et , par suite, 

— 1 -v"' — I S'^ — I • 



^/n 



d'où 

.m 



CL' 



11 faut prouver maintenant que les m valeurs de a. so» '■^ 
didércntes. Supposons, en elïet, que deux de ces valcu '^^ 
de a soient égales, que Ton ait, par exemple, 

comme les quantités c', /,,.., à' ne sont pas toutes égal^^ 
respectivement à g", /, .... cî", admettons que & dîfli*^' 
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{''^•et élevons IVgali té précédente à la puissance q\.. r'^ 



aura 

V A V X 

in supprimant les facteurs égaux à i^ 

Is 6' et 6'' étant deux racines distinctes de l'équation 
t. 
= I , peuvent s'exprimer par deux puissances d'une 

me racine primitive 6 de cette équation *, posons donc 
it n étant <C /?'*'• Alors la dernière égalité deviendra 



. simplement, 



FiiT . . • r 



ù il suit que o est une racine commune aux deux 
i^ations 



U V A 

p' nq » , » r 

.r nr I, X == I 



Satisfait, par conséquent, à l'équation 

lésignant le plus grand commun diviseur à p^ et 

"'. , . r^. Mais ce plus grand commun diviseur 6 est au 

is égal à w, et, par conséquent, inférieur R p^] donc, 
l'est pas, comme nous l'avons supposé, une racine 

imitive de j: = i. 

On voit, par là, que l'équation (3) donnera bien les m 
nnes de Téquation (i). 

Je dis maintenant que si ê, y,. . ., <î désignent des 

1 1 . 
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racines primiliv^îs de étoiles des équations ('2) auxquelles 1- 
elles appartiennent respectivement, la valeur de a don_« 
née par Téqualion (3) sera une racine primitive de Téqua.^ 
lion (1). 

Si , en eilet, le contraire a lieu , a satisfera à une équ^^ 
tion 

dont le degré B est un diviseur de m , et il y aura au moi -^ 
un facteur premier, parmi ceuxde/w, qui entrera dan^^ 
un moins grand nombre de fois que dans m: sup}K)SO|,^ 
que le facteur premier p soit dans ce cas, Q divis^^^^ 
py — ^ q\ . .r^, et, par suite, a sera racine de réqualion 

a— I V 1 

_ p' 7 . . r 

,4; X =1; 



on aura cioni^ 



lon( 



Mai! 



ilonc 



(C7. . .^) = I. 



// = I,. . ., ^'^ ~ I, 



/^-' n' .,.r^ _ 



^P' 9 •••'■ 



d'où il suit que o est racine de l'équation (4)^ or elle 
Test aussi de la première des équations (2) , d'ailleurs, k 
plus grand commun diviseur entre les degrés de ces deux 

équatipns est p'^ ~ ' -, donc 6 sera racine de Féquation 

ce qui est contre l'hypothèse , puisque S représente uoe 
racine primitive de la première des équations ['i), 

11 résulte , de là , que si l'on ne prend pour S, 7,. • •» ^ 
que des racines primitives, de la première, de la se- 
<'onde, etc., de la dernière des équations (2), l'équa- 
tion (3) ne représentera que des racines primitives ^^^' 
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^.'qualioii (i). 11 est d'ailleurs facile de voir que si S, ou 
'9. . .9 ou c^ n'est pas une racine primitive de celle des 
kjuations (2), à laquelle elle appartient, la valeur de a 
lonnée par Féquation (3) ne sera pas non plus une ra- 
tine primitive de l'équation (i). Supposons, en effet, 

|ue o ne soit pas une racine primitive de x = i^ on 
lura alors 



^-' a" .r^ 



6" =1, / =1, 



î _ . ^r 



% • 



., « — ,, 



1 



3(9 par suite, 



(67. .,8f '^'--^^i; 



ce qui montre que a ou oy. . . d satisfait à une équation 
binôme de degré inférieur à m. 

On peut maintenant connaître le nombre des racines 
primitives de l'équation (1). En elïet , le nombre des 
racines primitives 6 est, comme on l'a vu précédem- 
ment , /?'"( 1 ), celui des racines primitives y est de 

même q'i i ), etc., donc le nombre des racines primi- 
tives a de l'équation (i) est 

'''•■■■''(-^) (--;)■•■('-;)• 

ou 



m 



(-i)(-,^)-(-^) 



On peut aussi énonfeer la proposition suivante : 

Théorème. — La résolution de Véquation binôme 
3f=.\^ ail ni est un nombre composé quelconque, se 
ramène à là résolution des équations de même forme, 
et qui ont respecti\^ement pour degrés les nombres pre- 
miers ou puissances de nombres premiers qui dix^isent le 
nombre m, 

V. Soient a ,,.6, y,. . . , m les m racines de l'équalion 
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X'" = I , OU 

m étant quelconque. On aura , par les formules de Newt< 
(première leçon), les relations suivantes : 

a-f-6-hY-+- "+-W =o, 

a» H- 6*-f- y'-f- -f- «2= G , 

a"* -h ê" -f- 7" -f- -h &)•" = I ; 

et, généralement, à cause de «'"+* = a*, la somme 

sera égale à 1 ou à o, suivant que (x sera divisible ou moû 
divisible par m, 

VI. Quant à l'équation binôme plus générale 

elle se ramène à la forme 
si 1 on pose* 

m 
m 

s/a désignant Tune quelconque des quantités qui ont a 
pour puissance m'^"**. 

On peut démontrer, à l'égard de ces extractions de 
racines m'^'"''^ un théorème tout semblable à celui qui 
concerne les racines m^^""" de l'unité, lorsque m est un 
nombre composé. 

Supposons d'abord que m soit le produit de deux nom- 
bres premiers entre eux /> et 9, on aura 

m I 

\/fi z=: aPf y 
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ï* on peut toujours trouver deux entiers Ç et u tels, que 
on ait 

risque p ei q sont premiers entre eux : on aura donc 

« pï-^1^ £ y ^ /'_ 

kinsi rextraction d'une racine de degré pq se ramène 
>ajoiirs, lorsque p ei q sont premiers entre eux , au pro- 
uit de deux racines. Tune du degré /;, l'autre du de- 
ré q. 
On a , par exemple, quel que soit a , 

^.l , en général , si 

mi=.p ,q^ ^ ^Ty 

7, y, . . . , /• désignant des nombres quelconques premiers 
mire eux , deux à deux , on pourra éciire 



m 



formule dans laquelle ^, u, . . . , w sont des nombres en- 
i(Ts positifs ou négatifs. 

digression sur la résolution numérique de Inéquation à 
laquelle se ramène l'équation binôme, quand on lui 
appliqué la méthode d^ abaissement des équations ré- 
ciproques. Exposition de la méthode de M. Stwm, 
pour la séparation des racines. 

J'exposerai ici , à Toccasion des équations binômes , qui 
iennent de nous occuper, la belle méthode de M. Sturm, 
our démontrer la réalité des racines de certaines classes 
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d'équations, et etfectuer ensuite la séparation de ces 
racines. 

Considérons Téquation binôme 

(i) j:*" — I =o, 

où m est un nombre impair quelconque 2 p. -h i . En divi- 
sant l'équation (i) par x — i, elle devient 

et Ton transforme, comme on sait, cette équation (2), 
conformément à la méthode des équations réciproques, 

en une autre du degré jui, en la divisant par x^ , et posant 

ensuite 

I 

X 



X H — = z; 



l'équation (2), divisée par x^^ devient 

ou 

(3) V^ 4- V^.. -+. . . . -+. V, -f- V, -+- I = , 

en faisant généralement 

V„ = .r" H : 



on peut exprimer facilement Vj, V3,...,V^, en fonction 
de z, de la manière suivante : 

Si Ton multiplie les deux équations 



V„^. = ^«-' -h 



a:"-' 



I 

X 
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v^. = (-"+iir)+(-"~' + pJ=7) = v,4-v.-„ 



y n — 2 V,i_i Vu — 2» 

relation fait connaître la valeur de chaque fonction 
i z , quand on connaît les deux précédentes. Or les 
premières V© et V, sont connues : on a 

ation (4) permettra donc de calculer les valeurs des 
ions Vj , V3 , etc. 
trouve ainsi 

< V, =2« — 43^-f-2, 
¥5=3^ — 5z3+53, 
V, = Z« — 6z^-h93' — 2, 



ait assez difficile de déduire de ces formules lex- 
lon générale de V„. Nous donnerons, dans la pro- 
e leçon, le moyen de former cette expression, et 
nous bornerons pour le moment aux remarques sui- 
s : 

V„ est im polynôme du d(îgré // en z , qui ne ren- 
' que des puissances de z de même parilc que // ; 
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2", Les deux premiers termes de \'„ sont z" — wz"~'. 

En effet, l'équation (4) fait voir que si V„_, etV„., sa- 
tisfont à ces conditions, \„ y satisfera également , et Ton 
voit, h Finspection des équations (5), que V,, Vj, V4, V, 
<'l Ve y satisfont , d'où Ton conclut aisément la démoDS- 
tration. 

Posons maintenant 

;6) U«=:V.-f-V„_.-h...-HV,-^V.4-I; 

Ll„ sera un polynôme du degré 71 en z ^ et Téquation (3), 
à laquelle nous avons ramené l'équation (i) sera, 

U^= 0. 

Les fonctions U„ sont susceptibles d'un mode de forma- 
tion identique à celui des fonctions V,, , c'est-à-dire que 
l'on a 

En effet , on a , par Téquation (4), 



¥2 = zV, — 2; 

eu ajoutant CCS équations, et ayant égard à rc(|uatioii (6)> 

il vient 

U„ — V » — 1 = 3 ( U „._,— 1 1 — ( U ;,._,. -f- 1 ) ; 

cl comme V^ == z, 

é([uation qui se déduit de (4), en remplaçaiil la lettre' 
par U. 

( ^iOnime on a 



II,= I, IJ,=V, +1 =:Z-hl, 
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ation (7) donnera successivement les valeurs des fonc- 
Uj 5 Us , etc. 5 on trouve ainsi 

Uo=i, 

U, = z-f- I, 

Uj = «' + 3 — I , 

U3 = «•** -h Z' •— 2 3 — I , 



it à Texpression générale de U„, elle se déduit trè*- 
lent de celle de V„, ainsi que nous le verrons dans la 
laine leçon. 

►us allons à présent démontrer, d'après M. Sturm , la 
:é des racines des équations 

V^ = o , U^ = o , 

diquer, en même temps, le moyen de séparer ces 

es. 

î r équation V^ = o, — Nous nous occuperons d'a- 

de l'équation 

V^. = G. , 

nsidérons , avec M. Sturm , la suite des (onctions 

V^, V^_i, V^_2,..., V,, V., Vo, 
a dernière Vq est constante et égale à 2. Trois fonc- 



consécuiives V„ , V„_i, V„_2 sont liées entre elles par 
itîon 

1 suit ; 

Que deux fonctions consécutives V„ et V„_, ne 
;nt s'annuler, pour une même valeur de 5, puis- 
)rs toutes les fonctions suivantes devraient égale- 
s'annuler pour la mèra<* valeur de z ; ce qui est ini- 
tie, la dernière élanl «onslanlr. 
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2". Que si une fonction V„_j s^annule, pour une cer- 
taine valeur de z^ celle qui la précède et celle qui la suit 
ont des signes contraires. 

Il résulte de là que si l'on fait varier z depuis a jus- 
qu'à S, la suite des signes des fonctions V ne pourra 
perdre ni gagner de variations, que lorsque z passera 
par une valeur annulant V^*, et que si la suite des signes 
des fonctions V perd ou gagne k variations quand z varie 
de a jusqu'à 6, Téquation (1) a au moins k racines com- 
prises entre a et 6. 

Cela posé, oii déduit aisément de Téquation (2), que 
l'on a pour z = — 2 , 

Vo = -f-2, V,=:— 2, V2=-f-2, ¥3 = — 2,..., 

et , pour z = H- 2 , 

Vo = -h2, V,=-|-2, V, = -h2, V, = H-2,...} 

en sorte que la suite des signes des fonctions V perf (X 
variations quand z varie de — 2 jusqu'à -f- 2 ; d'où il 
suit que l'équation (i) a ses a racines réelles et comprises 
entre — 2 et + 2. 

En outre , à cause que toutes h^s racines sont réelle» 9 
la suite des signes des fonctions \ perdra effcctivemeu*- 
une variation chaque fois que z , variant de — 2 jusqu ^ 
-f- 2, dépassera une racine de Téquation (1), et celt^ 
variation se perdra entre les deux premiers termes de 1^ 
suite , de manière que V^_, jouera , par rapport à V^ 
le même rôle que si elle en était la dérivée ^ ce qui veu^ 
dire que les racines de V^t^-i = o pourront servir à I^ 
séparation des racines de V^ = o. Enfin , si a et ë soi^^ 
deux nombres quelconques compris entre — 2 et -f- 2 
l'équation proposée aura autant de racines entre a et 6 
qu'il y a d'unités dans l'excès du nombre des variatiorr^ 
d(î signes de la suite des fonctions V pour 2 = a , sur 
nombre des variations de signes de celle suite pour z = 
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De r équation U,y. = o, — Ce qui précède s'applique 
textuellement à réqualîon 

U a = o , 

qui se trouve dans les mêmes conditions que l'écpatiou 
\.« = o. 

Si l'on considère la suite des fonctions 

U/A, Ijy,_i, U^_j, . . . , Uj, Ui, Uo, 

on voit que la dernière est constante, et l'équation 

conduit facilement à cette conséquence, que la suite dc^s 
signes des fonctions U ne peut perdre ou gagner de varia- 
tions quand on fait varier z , que lorsque z atteint et 
dépasse une valeur qui annule la première de ces fonc- 
tions^ d'où il suit que l'équation proposée a au moins 
autant de racines entre a et ê qu'il y a de variations per- 
dues ou gagnées dans la suite des signes des fonctions II, 
quand z varie de a à S. 

On trouve, d'ailleurs, que pour z = — 2 , la suite des 
signes des fonctions U présente fjt variations , tandis qu'elle 
n'en présente aucune pour z = -h 2 ; d'où l'on conclut 
que l'équation U^ = o a ses a racines réelles et comprist»s 
entre — 2 et H- 2. 

On démontre très-simplement, dans les cours d'al- 
gèbre élémentaire, la réalité des racines des équations 
jue nous venons de considérer 5 mais j'ai cru devoir pré- 
senter ici la méthode de M. Sturm, parce qu'elle s'ap- 
plique avec succès dans un grand nombre de cas. 
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Formation d'une équation différentielle linéaire du deuxième ordre— , à 

laquelle satisfait la fonction Y/i. — Expression du polynôme Va. — 

„ . , , sin na ^ , ^ _ 

Expressions de cos na et de —: en fonction de cos a, — Express^ ion 

'^ sm fl 

du polynôme Un. — Propriété des racines de Téquation U/* = o, — 

Formation d'une équation difTércntiellc linéaire du deuxième orcj^^^re, 
à laquelle satisfait la fonction Un. — Nouvelle manière de démontre^- r la 
réalité des racines des équations V» = o, Un = o. 



Je présenterai dans celte leçon quelques dével^^n- 
pements sur les polynômes V„ et IJ„ , auxquels noi^ s a 
conduit la considération de l'équation binôme. 

Formation d'une équation différentielle linéaire du 
deuxième ordre y à laquelle satisfait la fonction 

Vj, est une fonction entière d'une variable z. On 

(•) 

«a 

d'où 

(3) 

Dîfférentîons l'équation (i) par rapport à x^ il vient 
d\n dz dV„ 



v„ 




1 

X" -f- , 


2 


— • 


1 

X -\ 9 

X 


dz 

dx 


— 


I 
I 

X' 



dz 



dx dz \ xy \ jr"-*"'/ ' 



*)U 



« (.-i)5=.,(.-i). 



\ 



QUATORZIÈME LEÇON. lyS 

ifiërentîons aussi cette équation (4) par rapport à jc, il 
ient 

u 



nais ou a 



ionc Téquation (5) devient 

d'\ dV 

C'est l'équation différentielle que nous voulions ob- 
enir, et qui nous servira à déterminer l'expression du 
>olynôme V„. Mais il est important pour cette recherche 
l'établir que V„ , ou le produit de V„ par une constante 
irbitraire, est la seule fonction entière et rationnelle 
le z qui puisse satisfaire à l'équation (6). On y parvient 
lisément de la manière suivante. 

Considérons, au lieu de V„, la fonction plus générale 



7) <r)„= A.r"-f- — , 



B 



m A et B sont deux constantes arbitraires. Kn opéran» 
ur 0„, comme nous venons de faire sur V„ , on arrivera à 
'équation di tic renti elle 

dz^ dz 

ui ne di (l'ère dcî (6) qu'en ce que» V„ y esl remplacé par©,,. 
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Cette équation (8) a évidemment pour intégrale génér^^s^j 
l'équation (7) que l'on peut mettre sous la forme 

en désignant par C et C deux constantes arbitraires. 
D'ailleurs ^" -h — est précisément V„ , et réquatioik^ f^j 
donne 

.r" /i \ x) dz « ^ dz 

d'où il résulte que l'intégrale générale de Téquatioix [%) 
sera 

r/V. 



az 

C et C étant les deux constantes arbitraires; et, pa* 
conséquent, le produit de V„ par une constante C est ï^ 
fonction rationnelle la plus générale qui puisse satisfaii*^* 
à l'équation (8). 

Expression du polynôme V„. 

Nous savons que V„ est un polynôme du degré n en r 
qui ne renferme que des termes de même parité que n 
nous savons aussi que le terme du plus haut degré a pou 
coefficient l'unité. Nous poserons donc 

et nous allons chercher à déterminer les coefficients A g 
Ajs, etc., par la condition que V„ satisfasse à l'équalio 



— ;/^V«=:o. 



dilTérentielle 




(2) {z^- 


..r/^V« ^ dY„ 

V ... H~ - , 
/tz dz 
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ifTérentions deux fois de suite l'équation (i), on aura 



dz 



= /IZ"-^ -f- h (« — 2/?) A„ 2«-'/'~' -+-..., 



rr^=/î(n — i)3'»-'-H...H-(/i--2/?-f-2)(/i--2/?-l-i)Ap_i«"~=/' 
H-(« — 2/?)(/l — 2^0 — i)A;,3"-2/^^-H..,, 

, en substituant dans l'équation (2) les valeurs de V 
•V 

» n 



«-) 






î le coefficient de z"~*^ sera 



{n — ip) 



kp — ^{n—'i.p-\-^{n—7,p'\-\)ky^, 



— ^p[n —p)Xf, — 4{/« — 2/> + 2)(« — 2/> -h ï)A^_, ; 
aïs ce coefficient doit être nul , on aura donc 

{n — np -^ 2) (n — 2 /? -h t) 

~~" — — — A^_i. 



Ap = - 



Pi^—P) 



tte relation conduit aisément à Fexpression générale 
A. ' car, le coefficient A© de 2" étant égal à i, on aura 

( „— 2/?+2)(/i — 2^ + 1) 

(#g - 2/? + 4) (71 - 2/? -h 3) ^ 



A, = -^-^~-^-^-^-^A., 



A. = — 



7..(n — 2) 



I.(/2 — l) 

multipliant toutes ces équations, et supprimant les 



12 
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facteurs communs, il vient 

'' I .2.3. . . p 

la valeur du polynôme V„ est donc 

n(n — 3) , nin — L)in — 5) 

^ ' 1.23.../? 

r-, , sin/?rt ^ . • 

Expressions de cos na et — : en fonclion de cosa. 

'^ sm/7 "^ 

Le problème que nous venons de résoudre est iden- 
tique à celui qui a pour objet de trouver l'expression do 
cos na en fonclion de cos a. Si, en e(îet, on pose 

.V = cos a -\" \/ — I sin fl , 
on a 

Z=r2COSrt, V„=2COS/?<7. 

Exprimer V„ en fonction de z , c'est donc exprimer cos/« 
en fonction de cos a. En remplaçant V„ et z par 2 cosna 
et 2 cos<'/ dans Téqualion que nous avons trouvée , il vîen 

nin — 3) 
cos;?i7 = 2"~' cos"rt — 2"-^ n cos"~"'rt -\- 2"—* ces""*/! - 

il) l ^'^' 

/ V . .f^i^ — P — ^){^ — P — 2)...(/î-— 2 0-1-1 ) 



l » JL » \3 m . . 



P 



sin 72a n'est pas exprimable en fonction rationnelle d< 

cos a, mais le rapport — l'est. En différentiant le 

^ ^'^ sm a 

quation précédente par rapport à a, et divisant ensuit 

par — n sin a , on a 

I sin n I 2 

* / V . . (w-W-l) (/2-/J-2)...(/2-2/?-f-|)('w-2w) 

^ ' 1.2.3.../-» 
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Enfin, en changeant a en a dans les équations (i) 

et (2), on aura deux autres formules, qui feront connaître, 



smna 



en fonction rationnelle de sin a , cos na et si n est 

ces a 

^» cos na . . . . 

pair, et smna si n est impair. 

COSûf ^ 

Expression du polynôme U„. 

Le polynôme que nous avons désigné par U„ a pour 
valeur 

U„ = V„ +V„_, H-'. . .-hV, -hV. +1, 
ou 

^^Us avons trouvé, en difïérentiant V„, 



X 



, , =n\x" 

xj dz \ x" 

«» déduit de là 



1 

.n 



*^*^ I .r 



n—.\ jp"-"' 



4? 

X 



^^ aurait de même 

L d\^, _ . „ I I I 



/? Zir~r — r^ = j:" H- -r"-' -f- .r«-« -{-... -h 



^ dz • -f- -I- _^„_, -T- ^„_, -T- ^„5 

et ^ 

» par suite. 



^* dz n-^-î di " x""^ x" ' 

^^ S le second membre de cette équation est précisément 
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égal à U„ , donc 

ïJ/i — ; r 



n (Iz n-\- 1 dz 
Ue l'expression précédemment trouvée pour V„ , on tire 

n dz 1.2 

on a aussi , en changeant n en w -f- 1 , 

I É?V„4., , X „ .. (n — 2) (« — 3) 



w H- 1 r/z . I • 3^ 

Par suite, la valeur de U„ sera 

V„ = z" + s"-' — (w — 1 ) 3"-' — (/i — 2) z"-' + (/g—a) (/g— 3) ^„ 



1 .2 



■(■(:'i:J),(".-4),„-,_...^(_,), ("-/')-("-^/'+0 ^-v 

1.2 1.2.../? 

, (n — p — i)..Jn — ip) 



1.2.../^ 



Dans cette expression, les termes de même parité que n 

dz 



proviennent tous de — j^ , les autres proviennent de 



d\„ 

dz ' 

Propriété des racines de r équation U^ = o. 

Si Ton considère l'équation 
(i) .r'^.*'-^' -1 = 0, 

puis, qu'après avoir enlevé la racine i, et divisé par J^'*? 
on fasse x H — = ^ , on a , comme nous l'avons vu, l'é- 
quation de degré u en z , 

(2) Uy. =1 O. 
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oit a uue racine primitive de réqualioii (i)^ les 2|ui ra- 
illes imaginaires seront 



a, a% a%..., a''*-', a'/". 



^'ailleurs deux termes de celte suite , également distants 
fîs extrêmes, étant évidemment réciproques, les f/. ra- 
ines de Téquation (2) seront 



I , I 

a a' 


^if—i 1 ' 






m , en faisant 


I 
a 





t désignant par A„ la valeur de V„ pour z = « , 

Unsî les racines de Téqualion (2) sont des fonctions ra- 
ionnelles de Tune d'entre elles , et même de l'une quel- 
conque d'entre elles, si 2|:ji-|- 1 est un nombre premier, 
^'est sur cette propriété que M. Gauss a fondé, comme 
lous le verrons plus tard, une méthode remarquable 
)Our elfectuer la résolution de Féquation U^ = o, lorsque 
i|ut-i-i est un nombre premier, cas auquel on ramène 
DUS les autres, ainsi que nous Favons vu dans la dernière 



econ. 



^^onnation d'une équation différentielle linéaire du 
deuxième ordre, à laquelle satisfait la fonction U„. 

On pourrait employer, pour déterminer le polynôme U,,, 
an procédé semblable à celui dont nous nous sommes 
iervi pour calculer V„ \ on formerait aijisi une équation 
JilTérentielle à laquelle satisferait U,, , et dont on dédui- 
rait ensuite la valeur d<.' ce polynôme \ cette secondes 
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marche, que je me borne à indiquer, est beaucoup moins 
simple que celle que nous avons suivie , mais Fëquation 
diiFérentielle dont nous venons de parler est utile à con- 
naître. Voici , je crois , le moyen le plus aisé de la trouver. 

On a 
d'où , en dillërentiant par rapport à :f , se rappelant que | 

'h. 

dx 



dz I 1.1. 

y- = I ^ , ei multipliant ensuite par x , 



i'-ï)S=="('-i)-!"-)('-'-il^)+--('-^' 



multipliant par x , et observant que 

il vient 

4-3(V,— V0-f-2(V3-V.)4-(V, — 2), 
= /i V„_H. 4- (/i -h i) V„ - 2 ( V„ -|-V,,_, 4- . . . +V, -hV, +0 » 

ou 

Différentiant cette équation par rapport à ^, on a 

^ ^' dz^ ^ ' dz ^ '\n dz n~k-i dz ) 

Mais nous avons déjà trouvé 

n dz n -\- i dz 
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on a donc eniiii 

''^ (»*-4)^ + 2(z + i)^-«(«H-.)U„ = o. 

C'est l'ëquation diHerentielle que nous voulions former. 
Il suit de là que l'équation 

(2) (z» — 4)-—. H- 2 -3 -f- i) _ __ «,;? -M)e„ = o, 
est satisfaite par 

0„ = U„ ou 0„ =r CU„ , 

C désignant une constante arbitraire; et cette solution 
CU„ est la seule solution rationnelle de l'équation (2). 
On s'en assure aisément en cherchant l'intégrale générale 
de Téquation (2), ce qui n'a aucune difficulté, du moment 
qu'on se donne la solution particulière CU„. On trouve 
ainsi, pour l'intégrale générale de Téquation (2), 

C et C désignant deux constantes arbitraires 5 cl l'on voit 
que cette valeur de 0„ n'est rationnelle que si l'on fait 
C = o, auquel cas elh» se réduit à CU„. 

Nouvelle manière de démontrer la réalité des racines 
des équations V„ = o, U„ = o. 

Les deux équations diirérenti elles que nous avons for- 
mées, et auxquelles satisfont les fonctions \„ et L)„, per- 
mettent de démontrer la réalité des racines des équations 

V,. = 0, tî„ = o. 

dette remarque est importante, car un procédé analogue 
pourra être employé dans beaucoup d'autres cas. Nous 
ne nous occuperons que deréqiialion V„=: o-, les m«^mes 
ronsidérations s'appli(|neraierit à l'équation ll„ = o. 



l84 QUATORZIÈME LEÇON. 

Nous avons trouvé Téquation différentielle 



(0 



(^'— 4)-^4-z-r^ — V„ = o; 



dz^ dz 

différentions p — i fois cette équation , et observons que 



dP- 



d'yn 



dPVn 



dp-^y. 



dzP 



-» ^ ^^ dz"" ^ ^' dzP ^^ ' dsàr^ 



dP-^\„ 



dP-" dV„ dP-^\, . ,dP-'\„ 

= Z . . -h [p — 2) 



dzP-' dz 



dzP"' 



dzT" 



ou aura 



(2) 



\[^' 






dzP 



-[/l^~(/>-2V] 



dzP-' 
dzP-^ 



= o. 



Les équations (i) et (a) peuvent s'écrire ainsi : 



m 



d\n ,, ,d'\„ 



dP-'V, 



dz 
ip — 3 



dz^ 
dP-' V„ 



4 — &^ dpjiz, 

\ dzP-' ~n'' — {p— ->.)■ " dzP-' "" /i' — (/► — 2)» ^2^ 

Cela posé, considérons la suite formée de la fonctioi^ " 
ox de toutes ses dérivées 



(4) 



dy, d'\„ d"\„ 

V„, — 7-> — rr-î • • • 5 



^2 



^3^" 



dz" ' 



la dernière de ces fonctions est constante. On voit ? *** 
outre, par les équations (3) : 

1°. Que deux fonctions consécutives ne peuvent s'^^' 
nuler pour une même valeur de z comprise entre — c^ ^^ 
+ 2 5 car alors toutes les suivantes s'annuleraient p^^^^ 
rctte valeur de z^ ce qui est impossible, la dernière ét^^^ 
une constante différente de zéro. 
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^. Que, si une fonction s'annule pour une valeur de z 
iprise entre — 2 et + 2 , celle qui la précède et celle 
la suit sont de signes contraires pour cette même va- 
' de jz. 

1 résulte de là que, si l'on veut appliquer la méthode 
VI. Sturm à l'équation 

V„ = o, 

[K>urra substituer la suite (4) à la suite des fonctions 
l'on obtiendrait en exécutant sur V„ et sa dérivée 
«ration du plus grand commun diviseur, avec la pré- 
don qu'exige la méthode relativement au changement 
ligne des restes •, pourvu qu'on ne fasse varier z que de 

2 à -f- 2 . Et si a et 6 désignent deux nombres quel- 
ques compris entre — 2 et -h 2 , tels que a <^ 6, l'é- 
tion (5) aura autant de racines comprises entre a et 6 
I y aura d'unités dans l'excès du nombre des varia- 
is des signes de la suite (4) pour z = a, sur le nombre 
variations des signes de cette suite pour z = 6. 
aisons d'abord -z = — 2 , les équations (3) donneront 

^__ d^n, dP-'M,, _ 2/?— 3 dP-'^n , 

""" ^ r/z ' d^-'' — ^ /i^ — (;^ — 2)=' dTj^-' ' 

par conséquent, la suite (4) présente n variations de 

les pour z = — 2 . 

""aisons ensuite z = -f- 2 ; les équations (3) donneront 

r/V„ dP-'^yj^ 2 y;— 3 r//'- V 

V „ = 2 — -— 5 — ; = 2 -, r ; ^ 

dz dzJP-' n'—(p^iY dzP-' 

par conséquent, la suite (4) ne présente aucune va- 
ion pour 2 = 2. 

^onc, enfin, l'équation (5) a ses ;/ racines réelles et 
iprises entre — 2 et -f- 2. 
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Résolution de réquation générale du troisième degré. — Méthode deHudde. 

— Méthode de Lagrange. — Comparaison des deux méthodes précédentes. 

— Méthode de Tschirnaûs. — Méthode d'Euler. 



Résolution de V équation générale du troisième degré. 

Je me propose, dans cette leçon, d'exposer les princi- 
pales méthodes connues pour la résolution des équations 
du troisième degré. 

Méthode de Hudde, 

Des diverses méthodes connues pour la résolution de 
l'équation générale du troisième degré, la plus simple est, 
sans contredit, celle de Hudde. C'est aussi celle que nous 
exposerons la première. 

Comme on peut toujours faire disparaître le second 
terme d'une équation , nous considérerons l'équation 

( I ) :à --h j)X -h q =^ o 

débarrassée du terme en .r^. Posons 

y étant une nouvelle variable et z une fonction de j\ 
que nous nous réservons de déterminer, de manière ([ue 
ré(juation transformée en j rentre, s'il est possible, dans 
les classes d'équations que nous savons résoudre. Rem- 
plaçons dans l'équation (1) x par sa valeur tirée de (2), 
rm aura 
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OU 

(3) (jr^-{,z'^q)-^(y-i-z) (3 jz -h /?) = o. 

Si, maintenant, on détermine z par la condition que 

^xz-h p = o, 
on a 

3jr 
et Téquation (3) se réduit à 

y 3 i h 7 = O , 



OU 



.3_Z:- 



(4) r^ -H 77^ -£- = «• 

Cette équation en y peut se résoudre à la manière des 
équations du second degré, car elle ne contient que les 
puissances^* eX y^. Ensuite, quand y sera connu, on 
aura x par la formule 

P 



(5) x = j 



3r 



L'équation du sixième degré (4)i a laquelle nous rame- 
nons ainsi Téquation proposée, a été appelée par Lagrange 
la réduite ou résohante de Téquadon (i). 

Quoique cette résolvante ail six racines, Téquation (5) 
ne donnera pourtant que trois valeurs de x^ comme cela 
doit être. En effet, la résolvante ne change pas quand on 

change y en — -^9 en sorte que ses six racines forment 

trois groupes tels, que le produit des deux racines de 

rhaque groupe est égal à — ^^ et il est évident que Téqua- 

lioii (5) donnera la même valeur pour x quand on rem- 
placera y successivement par les deux racines dun même 
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groupe. Ceci va résulter, au surplus, de rexpression mè^-ji^i 
des valeurs de x dont nous allons nous occuper. 
De Téquation (4), on tire cette valeur dey^^ 



-^ 2 V 4 27 

ou 

(6) r' = -^±v^, 

011 faisant , [>our abréger. 



4 ?'7 
enfui, l'équation (6) donnera 



(7) 



r=v/-|±v^. 



Celle expression , à cause des valeurs multiples des rad:^ ^ 
eaux, représente bien les six racines de l'équation (4) \ ma:^^* 

nous admettrons, dans ce qui va suivre, que i / — -±^- — 

rc'présen lera seulement Tune des trois racines cubiques 3^ 

— - di Vr. Ce seia celle que Ton voudra, mais ce sec:^ 

toujours la niôme^ en sorte que, si a et S désignent 1^ 
deux racines cubiques imaginaires de l'unilé, les six r- 
rines de l'équation (4) |>ourront être représentées par 

(8' y/-f±v/R, ay/-|±^, «y/-f±VR. 

El comme des deux radicaux 



\/-^^»- \/-?-VR, 



le premier nous représente, par noire convention, < 
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S racines cubiques de — - 4- v/R que nous vou- 
le second également celle des trois racines eu- 
de — - — s/R que nous voudrons^ et qu'en outre, 

oduit a pour cube » nous pouvons choisir 

urs de ces deux radicaux de manière que leur pro- 
t égal à — ^\ on aura alors 



<j-\^<^ 



— P 



v/-2±^ir 



itenant on porte, dans Téquation (5), chacune des 
(8) dej^, on aura, en se servant de l'équation (9) 
ppelant que a 6 = i , les valeurs suivantes de x 



réduisent évidemment à trois distinctes, savoir 
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Ces trois racines de l'équation (i) pourront être re 
présentées par la formule unique 



(lO) 



=v'-f+«'»+\/-l-*^- 



dite formule de Cardan , pourvu qu'alors on laisse aux 
radicaux cubiques toute leur généralité , mais qu'on 
n'associe ensemble que les valeurs de ces radicaux qui 

donnent un produit égal à — • 

Si, dans la formule (lo), on combine chaque valeur 
du premier radical cubique avec chaque valeur du se- 
cond, on aura en tout neuf valeurs de .r, qui seront les 
racines des trois équations 



r ' -\- px -hfjl = o, 



I 



.r ' -+- pcf.x H- <7 = G, 

ainsi qu'on s'en assure aisément en faisant disparaître le- -^s 
radicaux de l'équation (lo). 

Tout ce qui précède a lieu, quelles que soient les quan 

tités p et <7, réelles ou imaginaires. Nous allons fljmit i ? r 

quelques détails relatifs seulement au cas où ces cocflF^S- 
cients sont réels. 

Discussion de la formule de Cardan, p et q éta^^Bit 
réels, supposons R ^ o, ou 

4/p3-h27 7'>o, 

les deux radicaux qui entrent dans l'équation (lo) aui^out 
chacun une de leurs trois valeurs réelles. Désignons p^r 
A la valeur réelle du premier, par B celle du second, les 
trois valeurs du premier radical seront 

A , A a, A6 , 



^: 
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elles du second seront 

B, Ba, Bg; 

ît comme les valeurs des deux radicaux, qu'il faut prcn- 
Ire ensemble, doivent avoir un produit réel, on aura, 
>our les racines de l'équation (i), 

A -hB, 

Aa+B6, 

A6-hBa. 



^* ailleurs, 






^s trois racines de Féquation (i) seront donc 

Ah-B ot ——±: i/~3. 

9. 9. 

^insi, dans ce cas, Téquation (i) a deux racines imagi- 
naires. 

Si l'on a R = o, ou 

4/?^ + 27 7' = o, 

^ seule différence avec le cas précédent est que Ton a 
^î B = A ; alors l'équation (i) a ses trois racines réelles, 
"*^ais deux sont égales entre elles. 

Supposons , en troisième lieu, R <^ ô, ou 

-liacun des radicaux qui entrent dans la valeur de .^' 
^Ura ses trois valeurs imaginaires; mais il est facile de 
*''oir que l'équation (i) a ses racines réelles et inégales. 
Soient, en effet, 



ig2 <;^1)INZIÈME LEÇOM. 

les trois racines cubiques de Pexpression imaginaire 

— - -h ^^ l'expression imaginaire conjuguée — - — ^ 
aura évidemment pour racines cubiques 

A — BvT^, 6(A — bV^ , «(a — Bv^^); 



et comme les valeurs des deux radicaux quî forment la 
valeur (lo) de j: doivent avoir un produit réel, <m aura 
les trois valeurs suivantes de ,r, 

(A-f-B\/^)-4- (a— B\/IIT), 
a (a -h B y/'^ ) + 6 ( A — B \f^ ) , 

6(A-H B v/~) 4- a(A — B v^^); 

ou, en remplaçant a et 6 par leurs valeurs, 

2A, — A-hBv/3, —A — Bv/3. 

L'équation (i) a donc ses trois racines réelles, comme 
nous l'avions annoncé, et il est très-facile de montrer 
qu'elles sont inégales. 

En eiFet, on ne peut avoir d'abord 

— A -h B s/3 = — A — B v/3, 
car il en résulterait B = o, et la quantité — - -H \/R serait 

2 

égale à la quantité réelle A®, ce qui est contre l'hypothèse. 
On ne peut avoir non plus 

2A = --A±B\/3, 

car il en résulterait R = ± A \/3 5 
par suite, 

'a -H By^^ — A(i±:v/ir3)=:-.35aA, 



^ 
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* 

qui est encore impossible, puisque le second membre 
tréel. 

Le cas que nous avons examiné en dernier lieu est fort 
marquable; car, bien qu'alors les trois racines de re- 
lation du troisième degré soient réelles, la formule de 
irdan présente leurs valeurs sous une forme compliquée 
imaginaires : et si , pour faire disparaître ces imagi- 
ires, on cherchait à mettre les radicaux cubiques qui en- 

îni dans la formule de Cardan sous la forme A-l-B y/ — i , 
trouverait que les quantités A et B dépendent d'une 
nation toute semblable à la proposée. L'équation 
-A, par exemple, aurait, ses trois racines réelles, et 
a trouverait, par conséquent, une expression de A 
lement compliquée d'imaginaires. C'est pour cette 
son que le cas dont il s'agit ici a été nommé le cas if- 
^uctible. 

^a formule de Cardan ne peut donc servir à la résolu- 
i numéiique de l'équation du troisième degré que si 
î seule racine est réelle. Mais dans le cas irréductible , 
[nation se résout très-simplement en faisant usage des 
les trigonométriques. Si l'on pose, en effet, 

^-{- ^—=z — p^ sin'w, — - = ûcosw, 
4 27 ' 2t 

[uantité p et l'angle w se trouveront déterminés par lès 
nules 

2 



V 27 



cosw = 



i3 
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et la formule de Cardan donnera 



X = ^p \Vcosw -h \/ — I sinw-h ycosw — ^ — i sinw/ 



3 _ 



^p désignant une quantité réelle. On a d'ailleurs 
y ces w -h V — I sin w =r cos r h V — ' SI** ô — ' 



Vcosw — V — ' sinw =t;os r v — ' ^^ 5 — ' 

où A a Tune des trois valeurs o, i, a. On doit donner à i 
la même valeur dans ces deux formules , car il faut que 1 
produit de leurs premiers membres soit réel ^ on aur 
donc 



.r = 2 Vjo ces 5 9 



et les trois racines de l'équation seront 

1 y p cos -r 9 2 y/p cos ^r i 2 y p cos ~- 

On pourra , dans chaque cas, calculer par logarithmes 1< 
trois racines dont nous venons de donner l'expression. 

Méthode de La grange. 
Considérons l'équation complète du troisième degré 

et désignons par Xi, Xj, x\ ses trois racines. D'après h 
théorie exposée dans les onzième et douzième leçons, 
on pourra déterminer les valeurs des racines :ri,Xa,Xs) s' 
l'on parvient à connaître la valeur d'une fonction quel- 
conque de ces racines, tellement choisie cependant, que 
les six valeurs qu'elle peut prendre par les i . 2 . 3 permu- 
tations des lettres .Tj, x^^ x^ soient difrérentes. La uif- 
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de Lagrange, que nous allons exposer ici , consiste 
miner directement la valeur d'une fonction linéaire 
^is racines , telle que 

t B désignent des constantes quelconques, et à dé- 
ensuite de cette fonction l'expression des racines 
aèmes. 

'on fait subir aux lettres a:,, j^'j, Xi toutes les per- 
lons possibles, on aura les six valeurs suivantes de 
ction t : 

f, = .r, -h A.r., -f- Bo:, , 
r, =r .rj -h A.r, -h Ba:'^ , 

tt, —— «i'^ "X" Atf I ""T" *1>^2 j 

^j = X;, -h A.C2 4- B.r, , 

:e fonction t dépendra de Téquation du sixiènu^ 

jurra être résolue à la manière des équations du 
l degré, si l'on peut disposer des constantes indé- 
lées A et B, de façon qu'elle ne renferme que la 
e et la troisième puissance de t. Il faut et il suffit , 
[u'il en soit ainsi , que, t désignant l'une quelconque 
cines de l'équation (4) 9 o^ une racine cubique ima- 
e de l'unité, a^ et a*^ soient aussi racines de l'équa- 
\), Voyons si cette condition peut être remplie, 
rd cttx et a*^i ne peuvent être égaux ni à f^ , ni à A4, 
, car autrement on aurait a = i*, il faut donc que 
t 

. a/, = A,, et aV, =A,, 

i3. 
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OU 

QLt,z=it^^ et a'/,=:r3. 

Ces deux dernières équations équivalent aux précédentes, 
puisque rien ne distingue les racines i et a* l'une de 
l'autre^ nous adopterons les dernières, et comme elles 
doivent avoir lieu, quelles que soient Xx^ j:,, o:,, nous en 
déduirons les valeurs suivantes de A et B, 

Il arrive alors que A et B ayant ces valeurs , on a aussi 

en sorte que si Ton prend pour valeur de t 

. ^ = .r, -f- OLX'i 4- a'.r3, 

Téquation en ^ aura pour racines 

et sera , par conséquent , 

ou 

(5) t^--{^t\^t\)f^^t\t\ = o, 

en faisant 

Lorsque les valeurs de /, et t^ seront connues , celles dé 
.ri, Xa, X3 le seront aisément; on a, en effet, 

(7) — P z= a:, -4- .r, 4- .^3, 

et en ajoutant les équations (6) et (7) , il vient, à cause 
de a* H- a-f~i = o, 

(8) .r, =. _— 
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Wr avoir jtj, il faut ajouter les trois équations (6) 
t (7) , après les avoir multipliées respectivement par a', 



et I ; on a ainsi 



V — P + a'r, H-aA, 
)) ^2 = ^ 9 

t enfin on obtient la valeur suivante de j^s, 

. — P -4- af, 4- aV^ 

10) A'3 = » 

î ajoutant les équations (6) et (7), après les avoir respec- 
vement multipliées par a , a* et i . 
Tout est donc ramené à résoudre Téquation (5), qui 
t alors une réduite ou une résolvante de Téquation 
oposée. Cherchons d'abord à exprimer les coefficients 
la résolvante par ceux de l'équation proposée, ce qui 
possible, puisque ces coefficients t] H- t] et tj t^ sont 
i fonctions symétriques des racines de l'équation pro- 
sée. 

Si Ton multiplie les deux équations (6), et qu'on ait 
3ird à la relation a* -h a -H 1 = o , il vient 

-— («^1 ~T~ «^'a "F «^*.hJ v5 ^X( ^2 "T" «^1 "^J "T" •2^2«^j} 9 

» par conséquent, 

, enfin ., on ajoute les deux équations (6), après les avoir 
!vées au cube, on a 

t] -4- t] =^ 2(x\ -hxl-+- Xl) 

\ I ' "• ^ n '^l ~T~ •*' 1 "^3 ~T~ X ^ X\ ~T~ X 2 Xj ~7~ X o«*'2J i~ * 2 «l?! X2X^ 

Z(x\-\- x\-\-x\) — (x, -f- ^2 -I- ^3)' + 18X1X3X3 
~ 2P3-I-9PQ— 27R, 

résolvante (5) devient donc 

r — (— 2PM-9PQ— 27 R)/ 4^ (P^- 3Q)' = o. 
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En posant 

elle se réduit à l'équation du second degré 

0»— (— 2P3-f.9PQ— 27R)Ô-h(P'~3Q)»=:o; 

et, en appelant 0^ et 0« les deux racines de cette équatioD) 

on devra faire 

3 i 

les équations (8), (9) et (10) deviendront alors 

— p -f- v/ô, H- v/ë^ 

.r. = 3 , 

__ — P 4- a' v/ô, -h a V^j 
^' ^ ^ , 

3 3 _ . 

— P H- a i/0i -h a» i/ôj 

X3 = i^ 1— ; 

3 2 , 

3 

on prendra pour sj^i l'une quelconque des trois valeurs 

de ce radical, mais la même dans les trois formules* 

3 
quant à l'autre radical y^, sa valeur est déterminée 

3 _ • 

quand on a fixé celle de sjO^, car l'équation (11) nous 

donne 

3 _ 3 

v/9;. v/ô, = P' — 3 Q. 

Il suit de là que les trois racines pourront être représen- 
tées par la formule unique 



X 



P -f- v^. -4- v/e. 
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lui a trois valeurs et pas davantage, si Ton considère que 
V 0j y est mis , pour abréger, à la place de — Z—î^. 

Comparaison des deux méthodes précédentes. 

La méthode de Lagrange , que nous venons d'exposer, 
est moins simple que celle de Hudde; mais elle est plus 
directe. Toutefois ces deux méthodes fournissent la même 
résolvante, et nous allons voir qu'on est naturellement 
conduit à la méthode de Lagrange , en étudiant . à fond 
celle de Hudde. 

Reprenons l'équation générale du troisième degré 

(i) x^-\-Vx^-^(ix -^Vi=zo. 

Pour appliquer la méthode de Hudde , on commence par 
faire disparaître le second terme , en posant 

P • 

ce qui ramène Téquation à la forme 

(2) .r'3 H- pa/ -H 7 = ^ • 

on pose ensuite 

/ P 

• 3 j 

et Ton obtient enfin cette résolvante 

(3) r'-f- qy' — ^ = 0. 

^Cela posé, si 7, désigne l'un<^ des trois racines cu- 
biques de — "+" V/ 7""^ ' ^^ *^'"^' ^^^ ^^^^^ racines 
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cubiques de V/T""'"» ^^ ' multipliée par ji, 

donne pour produit —0^, les six racines de l'équation (î) 
sont • 

et celles de Téquation (2) 

par suite , en appelant jr, , Xj , j?, les trois racines de 
l'équation (i), on a 

P 



-^2=::— 3 -h a'j, -h a/j, 



Si l'on ajoute ces équations , après les avoir respective- 
ment multipliées d'abord par i , a , a* , puis ensuite par- 
I, a*, a , il vient 



.r, -{' (xXi-\-' ai} X, 



a 



r. = 3 . 

^— 3— r— 



On voit par là que la méthode de Hudde revient, au fond» 
à former une résolvante en y dont la racine ait pour valeur 



7= 5 ' 



et que cette résolvante ne diffère de celle de Lagrangc 
que par le facteur 3 qui divise les racines. 
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Méthode de Tschirnaûs, 

Nous avons déjà eu l'occasion de mentionner la mé- 
thode générale de Tschirnaûs, pour faire disparaître d'une 
équation autant de termes que Ton veut. Il en ^résulte 
une méthode pour la résolution des équations du troisième 
degré, ainsi que nous en ayons déjà fait la remarque. 
Les calculs qu'exige l'application de cette méthode sont 
^us simples, si Ton a la précaution de débarrasse^ d'abord 
Téquation proposée de son second terme. 

Soit r équation 

(l) x^ -\- px -\- q z= O , 

et posons , conformément à la méthode de Tschirnaûs , 

; 2) y z=z a -^ bx -i- x^. 

m 

Si l'on éliminer entre les équations (i) et (2), on ob- 
tiendra cette équation en j^ 

; 3) y' -h A7' -h B,;- -h C =r o , 

QÙ Ton fait, pour abréger, 

Xrzz — 3« -h 2jJy 

B = 3a^ — ^pa -j- pb' -}- 3qb -\- p\ 

C = — «^ H- 2/7«' — p^a — pb^a — 3 qba -h 7^* -\- pqb — y'. 

Quant à la valeur de x en fonction de )', on peut la 
tirer de l'équation du premier degré en x, que l'on ren- 
Lontre nécessairement dans le calcul de l'élimination de x 
entre les équations (i) et (2) ; on trouve ainsi 

'^\ by--{ab^^q) 

y^(a — b'—p) 

Enfin , on déterminera a et h de manière que l'on ait 

A = o , B zr: o. 
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Comme ces équations sont , Fune du second degré, Tautre 
du premier entre a et è, on trouvera facilement les va- 
leurs de a et & ; Téquation (3) donnera alors 



7 = V'-C, 

et Téquation (4) fera connaître les trois valeurs de x» 

Cette méthode, fort simple au point de vue théorique, 
conduit à des calctds très-laborieux. 

Méthode d'Euler. 

I 
jNous nous bornerons à mentionner cette méthode, qui 

rentre, au fond, dans celle de Tschirnaûs. Elle consiste 

à éliminer j^ entre deux équations de la forme 

«7' -H ^/ -+- c = r, j^ ='€/, 

(ît à identifier l'équation finale en x avec l'équation pro- 
posée , dont la résolution s'ensuivra évidemment. On peut 
disposer, à volonté, de la valeur de l'une des indéter- 
minées «, A, 6', d'^ on peut faire, par exemple, « = i ou 
d= I . 
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se 
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Oei émittiofiis du troisième degré dont deux racines peuvent s'exprimer 
nmKnneliement en fonction de la troisième et des quantités connues. — 
itude d'une classe étendue d'équations numériques du troisième degré , 
qui possèdent une propriété remarquable. 



Des équations du troisième degré dont deux racines 
peui^ent s'exprimer rationnellement en fonction de 
la troisième et des quantités connues. 

Considérons Tëquation du troisième degré débarrassée 
du second terme 

(i) a^-^px -\- f{z=o^ 

et dans laquelle p et q désignent des fonctions ration- 
nelles de quantités quelconques qu'on regarde comme 
connues. On peut, comme on va voir, exprimer, dans un 
cas assez étendu, deux quelconques des trois racines de 
réquation(i) en fonction rationnelle de la troisième et 
des quantités connues. 

Désignons par j^ et z deux quantités ayant pour produit 

— ^, et dont les cubes ont respectivement pour valeurs 



(a 



y, = - -- 



2 V 4 ^7 



î^oienr aussi ce et 6 les deux racines cubiques imaginaires 
^0 l'unité : les trois racines r, .r, , .r, de Téqiiation (i) 
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ont pour valeurs 

ainsi qu'on Ta vu dans la dernière leçon ^ on a d^ailleurs 



"T^ r 



a = '—^ J 6 = 



par suite, les valeurs de Jc, et Xg deviennent 



X, 



2 2 

(4) 



X2 = — • J — 3 

2 2 ' 



ou , à cause de la première des équations (3) , 

2 2 

(5) 



J7j I """" "~ 



^ -^"V^i- 



2 2 



On voit, par là, que x^^ et x^ sont exprimables en 
fonction rationnelle de x et des quantités connpes, si 
la différences^ — z Test elle-même. 

On a , par les équations (2) , 

et , par hypothèse , 



d'ailleurs 



p 



y^ — z^ y^ — z^ 



X^ -h /z 4- 2^ (r -\- zy — yz 
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OllC 



s/' 



,•+*"' 



27 

,_,= ^; 

ortant cette valeur dé y — z dans les équations (5), il 
îent 



jc, r= — - 4- -1 2i i_L- , 

2 2(3a?'-h/?) 



•«/•i 



~ 2 2(3x^-1-/?) ' 



'où il résulte que j^i et x^ s'exprimeront en fonction ration- 

elle de x et des quantités connues , si y — 4 P^ — ^7 7* 
st lui-même exprimable en fonction rationnelle des quan- 
itës connues dont p et (/ dépendent. 

On peut simplifier les précédentes expressions de jr, 
t Xi. Nous ferons d'abord 

6) 4yr H-27 7^ = — /-^ 

• pouvant être réel ou imaginaire , et remarquant ensuite 
jue X doit satisfaire à Téquation (i), nous remplacerons 

lans les valeurs de Xt et x^^ x^ par — , on aura 

ainsi 



X, 



2 2(3^-1-2 px) 



X rx 



2 2(3^4- *ipx) 



Comme ces deux formules se déduisent Tune de l'autre 
ur le changement de /en — v^ les valeurs de .r, rt .r. 
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seront toutes deux comprises dans la formule unique 



X = ^f-H-^.:-iï ., 



2 1l{'6q-h7.px) 

— 2/t?x*-+-(r — 3q)x 

2(3q -h ip:c) 

OÙ Ton remplacera r successivement par ses deux valeurs 
tirées de Téquation (6). 

X est une fonction rationnelle non entière d'une ra- 
cine x de Féquation (1)5 on pourra donc, par l'un des 
procédés indiqués dans la deuxième leçon, mettre sa valeur 
sous la forme d'un polynôme du second degré en x. 

Pour cela, on divisera d'abord le premier membre de 
l'équation (i) par 3<f -h 2 px ^ et Ton sera conduit ainsi 
à l'égalité suivante ; 

— 9(4/?-^-h27r/2)=: o, • 

d'où l'on tire 

6q -{- ipx = 7 7; 7 r 1 

^p^X- — opqx-h ^p^ -{- Ç^q^ 

et la valeur de X, donnée par Féquation (7), sera alors 

X = -^ [— 2/?^'^-(r— 3q)x][^plv' — 6pqx-h ^p'-\-Çjfi']i 
_ I r8p^x* —^p^rx^-i-{Sp' -\-6pqr)xn 

enfin on cbassera de cette expression de X , a?' et J i 
à l'aide des équations 

X^ ■= — px — q, x^ = — px^ — qx , 

et Ton aura 

(8) X = — [6px' — ( 9 r/ -H r) .r -+- ^p'I 
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Telle est la formule la plus simple par laquelle ou 
»uisse exprimer deux -racines de Féquation (i) en fonction 
ationnelle de la troisième et des quantités connues, 
orsque r est une quantité rationnelle. 

Mais on peut aussi, comme nous l'avons remarqué 
ans la deuxième leçon , mettre cette valeur de X sous 
orme d'une fraction ayant pour numérateur et pour dé- 
lominateur un binôme du premier degré en x. 

Pour cela , on divisera le premier membre de Téqua- 
ion (i) par 6px^ — (9y-+-r)jr-h4p*5 après l'avoir préa- 
ablement multiplié par 36 p' pour éviter les dénomina- 
eurs^ on trouvera pour quotient 

6/>x-h(99 ^->^), 
ît pour reste 

2 r ( 9 </ — r) X — ^P^ r, 
m ayant égard à l'équation (6). On aura donc 

36/?* [x^-^px H- q) 

= [6/^x^ — (9^-+-r)^4-4;?'][6/^A'4-(97 4-r}| 
-f- [2ir(9^ — r)x — ^p-'r] = o , 

et par conséquent 

6px''-{Qfj-\-r)x-h^p'= ^^^ ' —^-■. 

^ ^/^•^-^(97-f-^) 

la valeur de X sera donc 

^ 6/.^-h(9r/ 



Si p et r/ désignent des quantités numériques détrr- 
minées , et que la quantité 4/^'* -h 27 y* = — /•* soit néga- 
tive , ce qui est la condition nécessaire pour que l'équa- 
tion (i) ait ses trois racines réelles, les deux valeurs de r 
seront réelles et de signes contraires^ en désignant donc 
spécialement par /• celle de ces deux valeurs qui est posi- 
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lîve , on aura les expressions suivantes des deux racines Xt 
et Xi en fonction de la troisième x 

(lo) X, = iiiâlziliî^tiz!, j _ ~(9y + ^)^-H2/>' 

Nous allons faire, dans ce qui va suivre, une application 
assez importante de ces formules. 

Etude d*une classe étendue d'équations numéiiques du 
troisième degré, gui possèdent une propriété remar- 
quable. 

Si Ton développe en fraction continue, conformément 
k la méthode de Lagrànge, les trois racines x^ Xt^ Xt de 
l'équation 

on trouve 

r 



I -h 



, I 
r 



x, r= I -f 



2 



I -h 



y désignant la racine plus grande que i de Técpation 

v^ — 207' — 9^ H- I = o , 

en sorte que les trois fractions continues, dans lesquell^^ 
se développent les racines x, t,, j^j, se terminent par \e^ 
mêmes quotients. 

Cette propriété (*urieuse de l'équation que nous venoo^» 
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îrer a été remarquée depuis longtemps, mais 
récemment que M. Lobatto s'est proposé, le 
le trouver quelles sont les équations du^troi- 
é , à coeJ£cients commensurables , qui possèdent 
•riété. Ce géomètre a complètement résolu la 
pour les équations de la forme 

[émoire qu^il a publié dans le tome IX du Joury 
Mathématiques pures et appliquées de M. Liou- 
s suivrons à peu près la marche qu'il a indiquée. 
§quation du troisième degré , débarrassée du se- 
c, a ses trois racines réelles, le coefficient de la 
puissance de x est négatif; nous considérerons 
lation 

X^ — px -\- ff =z Oy 

ipposerons p cl q positifs et commensurables (le 
légatif se ramènerait à celui de q positif par le 
langement de x en — a:) , en sorte que l'équa- 
ira une racine négative et deux racines positives, 
gnerons par — a: la racine négative , par x^ et r« 
•acines positives, et en faisant 



ra des formules précédemment établies , par de 
hangements de signes , 



_ (9y — r)j:-f-2/>- ^ _ [ 99 -^ r)x -h 2p' 



sons maintenant que les fractions continues qui 
Lent X et Xi soient terminées par un même 
complet y^ d'après les propriétés des fractions 

'4 
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continues, on aura, pour x et Xt^ des valeurs de la forme 
suivante : 

M, N, etc., étant des nombres entiers positifs assujettis â 
vérifier les équations 

(5) NM--MN' = ±:i, QP'— PQ' = ±:i. 

De la première des équations (4) 7 on tire 

^ -" n'^ — n' 
et , en portant cette valeur de y dans la seconde, il viciil 

en faisant , pour abréger, 

A =PN' — QM', B =rQM — PJV, 
A' = P'N' — Q'M, B' = Q' M — P'N ; 

d'où Ton déduit aisément 

(7) AB' — BA' =: (NM' — MN') (QP' — PQ') = ± i. 

Les valeurs de x^^ données par les équations (3) et (6), 
doivent être identiques 5 car, s'il en est autrement, en éga- 
lant ces deux valeurs de Xi, on aura une équation du se- 
cond ou du premier degré à coeificients commensurables, 
ou du moins qui ne contiendront que le radical r: cette 
équation, après qu'on y aura changé x en — x^ aura, 
avec la proposée (1) , une ou deux racines communes , et, 
dans l'un et l'autre cas, le premier men^re de l'équa- 
tion (i) admettra un diviseur linéaire commensurabkou 
ne contenant que le radical r. Si ce diviëeur linéaW^)*' 
commensurable , l'équation proposée (i) aura unetiû^ 
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lommensurable. Si ce diviseur contient le radical r, et 
[ue r 9oit incommensurable, Téquation proposée (i) aura 
ane racine de la forme a -f- Sr, elle admettra donc aussi 
t — Sr pour racine, et la troisième racine sera alors com- 
taensurable^ d'où il suit que si Téquation (i) n^a pas de 
racine commensurable, comme nous le supposons évi- 
lemment dans cette recherche, les deux valeurs de x^^ 
données par les équations (3) et (6) , sont nécessairement 
identiques : on a donc 

On peut déterminer aisément la valeur X commune à cha- 
cun de ces rapports. On tire, en effet, de ces équations (8) 

X»(AB' — BA') = — 4r»; 
et comme AB' — BA' doit être égal à ±: i , îl faut qu*ici 

AB'— BA'= — I, et Vz=:^r\ 
d'où 

\ = ± 2 r, 

et même X = 2/*, à cause que les fractions (8) sont évi- 
demment positives: les équations (8) donneront alors 

Donc, pour que les deux racines — x et Xj de Téqua- 
tion (i) se terminent par les mêmes quotients incomplets, 
il faut que 

/ X 9^ — ^ '^p' ^p 9y-»-^ 

(QJ ' 9 9 7 9 

•^' 2 r 2 r 2 r 2 r 

soient des nombres entiers; ce qui exige, en particulier, 
que r soit commensurable, puisque /; et </ le sont par 
hypothèse. 

•4. 
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On serait arrivé exactement à la même condition si, an 
lieu de considérer les racines — x et .ri, on eût prii 
— jc et JCf • ■ 

Je dis maintenant que les conditions que nous venons 
de trouver sont suffisantes, et que, si les quantités (9) 
sont des nombres entiers, les trois racines de l'équation (i) 
étant développées en fraction continue, se termineront 
toutes trois par un même quotient complet. 

Posons 

(.0) 9JifJ: = ^,■-^ = B, ^=A', âf_t_^=B', 

les formules (3) deviendront 

A^ -I- B B'x -h B 

^ ^ A'x-hB' A'.r4-A ' 

les équations (10) donnent d^ailleurs 

(12) y* '. AB' — BA'=~i, 

et, par hypothèse, A , B, A', B' sont des nombres entiers - 
Cela posé , pour établir la proposition que nous avons 

en vue, nous commencerons par démontrer le lemmc 

suivant. 

Lemme. — &* A , B, A', B' sont quatre nombres entiers 

tels, que A > B, A' > B', ef gùi satisfont à la condition 

AB' — BA' = ±:i, 

B A 

on pourra toujours considérer les fractions —fCt —comme 

deux réduites consécutiv^es d*une même fraction continue- 

A , . 

Réduisons, en effet, -7 en fraction continue, et arran- 

A. 

geons-nous de manière que le nombre des quotients soit 
pair ou impair, suivant que AB' — BA' est égal à -f-i ou 
à — I . Cela est toujours possible ; car on peut , si on k 
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;e à propos , diminuer d'une unité le dernier quo- 
nl obtenu, et prendre un quotient de plus égal à i . 
)rmons les réduites de cette fraction continue, et dé- 
gnons par —7 ravant-dernicre , c'est-à-dire celle qui 

précède ---,'> on aura 

AM'— MA' = ±: 1 = AB' — BA', 
el, par conséquent, 

A(M' — B')=r A'(M- B). 

Or je dis que cette dernière égalité exige que l'on ail 
M= B, M' = B'*, car si cela n'avait pas lieu , A , qui di- 
vise le premier membre de l'équation précédente, divi- 
sait aussi le second, et comme il est évidemment pre- 
mier avec A', il diviserait M — B, ce qui est impossible, 
puiscpie M et B sont tous deux moindres que A . 

Il suit de là que l'on peut supposer que —, est ra- 
sant-dernière réduite de la fraction continue dans la- 
<|uelle se développe —7. Notre lemnic est donc démontré. 

Revenons maintenant au théorème qu'il s'agit d'éta- 
blir(*). 

Si l'on a à la fois 

A>B, A'>B', x>i, 

'1 est évident, d'après la. première équation (11), que x 
»era un quotient complet de la fraction continue dans la- 
f^elle se développe o^i ^ car, à cause de l'équation (12), sî 

^^ fait le développement de —, en fraction continue, on 

A 



') 1-e Mémoire de M. I.obatto roiilermo. quelques inexaetiUidcf», qui 
•^'""lant n'infirment on rien les conclusions de l'auteur. 
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aura , par exemple , 

A— — ?.— 

ï 7 

et , d'après les propriétés des fractions continites^ 

I 

X, = a-f- 



6 4-. 



^4-i 



Supposons que l'on n'ait pas à la fois A > B ^ A' > B , 
mais que x soit ]> i , et posons 



f 



a étant le plus grand entier contenu dans x ^ la valeur 
de Xi devient 

_ (Aa -H B) -zfH- A _ Cz + A ^ 
"*"• ■" (A'«-f-B')3-f-A' "" Cz-^A'' 



ici Ton a évidemment , a n'étant pas nul , 

C>A, C'>A' 
et 

CA'— AC = -hi, à cause de AB' — BA' = — i; 

d^où il résulte, évidemment, que z sera un quotient com- 
plet de la fraction continue dans laquelle x^ se développa- 
Cette conclusion est en défaut si a est nul ; car alors w 
valeur x, est 

_ Bg+A 
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1 se peut qu'on n'ait pas à là fois B > A et B' > A' 
H)ns alors 



u 



tant rentier le plus grand contenu dans z *, on aura 

•^' — (B'^ 4- A') /* -h B' ~ D'« -f- B' ' 

nme b ne peut être nul, on a évidemment D> B, 
>B'; d'ailleurs DB' — Biy::: — i, donc u sera un 
•tient complet de Xi » 

1 résulte de ce qui précède que l'un des trois premiers 
tients complets de la racine négative — x sera néces- 
ement un quotient complet de la racine positive Xi , 
par conséquent aussi de la racine j:«; car tous nos 
onnements s'appliquent à x^ qui se déduit de Xi , en 
ngeant A et B' l'un dans l'autre. 
formation des équations qui possèdent la propriété 
oédente. — Nous allons former les équations qui pos- 
;nt la propriété que nous venons d'étudier. 
[ s'agit des équations de la forme 

wT* — px H- ^ = o, 

ui sont telles , qu'en posant 

ait 

97 — r=2rA, 
/?^ = rB, 
3/3 = rA', 
(9^-hr) = 2rB', 

B, A', B' étant des nombres entiers j et il en résulte 

AB— BA'=:— I. 
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L'équation (5) étant une couBéquence des quatre pre- 
mières, nous pouvons nouB bortter auY équations (i), (3), 
(4), (5), et même substituer au^ équations (i) et (4) celles 
qu^on en déduit par addition et soustraction , savoir : 

97 = r(A-f^B'), fi' — A = i. 

De ces dernières combinées avec les équations (2) et (5), 
on tire 

(6) B'=:AH-I, 

.7- ^-— V ' • 

.0, 2 A-h I 

(9) ^"T'"- 

Des équations (8) et (9) combinées avec Féquation 

9(2A-Hi)M-22 . 

par suite ) les équations (8) et (9) donnent 

,(2A-4-i)»-f.3 3(A>-+-A + i) 
f'^^ W ^ '^^ ' 

__ (2A-H)^H-3(2Ah-i) 2A-^-h3A'H-3A4-i 
'' "" p7^ "" A'^ 

Dans ces formules, A peut être considéré comme un 
nombre entier absolument arbitraire , et A' n'est assujelU 
qu'à la seule condition de satisfaire à 1 équation (7), c'est-à- 
dire de diviser A*-hA-|"i 

Il résulte de là qur les équations du troisième degré 
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dont nous nous occupons ont la forme générale que voici : 

_^ A'-f-A-hi 2A^-|-3A'-h3A-hi 
^^^ A- "^ Â^^ =^' 

A désignant un nombre entier quelconque , et A' un divi- 
seur quelconque de A'h-A4- i . L'équation or* — ^xH-7=c> 
se déduit de cette équation générale , en faisant A = 4 ? 
A'=3. 

M. Lobatto s'est borné , dans son Mémoire , à l'étude 
des équations du troisième degré débarrassées du second 
ternie. On arriverait à des résultats plus étendus, en 
Considérant les équations complètes; car on comprend 
|a'une équation complète puisse posséder la propriété 
[ue M, Lobatto a étudiée, et ne pas la conserver quand 
>n l'aura débarrassée de son second terme. Cette exten- 
sion des recherches de M. Lobatto ne présente aucune 
lifficulté, car Téquation la plus générale du troisième 
legré peut être mise sous la forme 

{x — ay -^ p{x — a) -h q = o , 

il l'on peut aisément exprimer deux racines en fonction 
rationnelle de la troisième, en se servant des formules 
q[iie nous avons établies précédemment. Ces formules fe- 
ront connaître ensuite les conditions pour que les frac- 
tions continues dans lesquelles se développent Jes trois 
racines puissent se terminer par les mêmes quotients 
inÇoïnplets •: il n'y a qu'à employer des raisonnements 
\jSùt semblables à ceux que nous avons faits; mais je crois 
devoir me borner, ici, à cette simple indication. 



H ^i 
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DIX-SEPTIEME LEÇON. 

Résolution de l'équation générale du quatrième degré. — Méthode de 
Louis Ferrari. — Étude de la résolvante. — Méthode de Lagrange. — 
Méthode de Descartes. — Méthodes de Tschirnaûs et d'Euler. 



Résolution de V équation générale du quatrième degré. 

Nous allons exposer, dans cette leçon , les principales 
méthodes connues pour la résolution de Téquation géni^ 
raie du quatrième degré. 

Méthode de Louis Ferrari, 

La méthode la plus simple pour résoudre l'équation 
du quatrième degré, est aussi la plus ancienne; c'est celle 
de Louis Ferrari : elle consiste a faire en sorte que les 
deux membres de l'équation soient des carrés, et elle ra- 
mène par suite la résolution de l'équation du quatrième 
degré à celle de deux équations du second. 

Soit l'équation 
(i). x^ H- px^ H- qx'^ -^ rx -^ s =: o ', 

en ne conservant dans le premier membre que les deux 
premiers termes , elle devient 

. jc* -h px^ = — qx"^ — rx — ^ , 

p-x^ 
et, en ajoutant aux deux membres -y-, afln que le pre- 
mier membre devienne un carré, ' • 

Mise sous cette forme , l'équation proposée se résoudrait 
immédiatement, si le second membre était un carré; 
car il suffirait alors d'extraire la racine carrée des deux 
membres , et l'équation ne serait plus que du second degré. 
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it à ce cas très-pariiculîer que la méthode de Ferrari 
lène tous les autres. 

•ésignons par y une quantité indéterminée, et ajoutons 
deux membres de l'équation (7) la même quantité 



(^'+5')^ + T 



ent 



l-i)'=('T-'H'-(?-')-Hf-)- 

ntenant, déterminons j, de manière que le second 
abre de Téquation (3) soit un carré. Il suffit, pour 
) que Ton ait 

(t-')"=(î-'-^)'--«' 

Ton connaît une seule racine de cette équation en /, 
ésolution de Téquation proposée (i) s'ensuivra immé- 
ement, car Téquation (3), qui est la même que (i), 
t s^écrire comme il suit : 



^î^^y- (a-'^^n ^^ . /.-. — - 1 =0. 



e décompose dans les deux suivantes, qui sont du 
nd degré , 





(fV?— ) 



q+y]x-^\'^--\- ^ 1=0. 



^/'i- 



l+rl^+lz ^ 1 = 0. 



(fVf— )-h ... 



'1 + y 
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L'équation (4), qui est du troisième degré, sera doi^c: 
ici la réduite ou la résols^ante de l'équatioD (i).'N'oiils 
avons vu qu'on peut exprimer par radicaux les racines 
de Téquation générale du troisième degré , il s'ensuit que 
Téquation du quatrième degré jouit delà même propriété, 
car les équations (5) permettent d'exprimer les quatre 
racines de l'équation (i) en fonction des coefficients et 
d'une racine quelconque j de la résolvante. 

Exemple. — Considérons Téquation 

.r* H- jc^ — 4 "^^ — ^^ -\- i = o , 

dont les racines ont pour valeurs absolues le côté et les 
diagonales du polygone régulier de trente côtés inscrit 
dans le cercle de rayon i. La résolvante (4) sera ici 

et a — 3 pour racine \ l'équation proposée se décompose 
alors dans les deux suivantes : 



x^ -h ' X 




et, en général, en appliquant la méthode de Ferrari a 
une équation du quatrième degré à coefficients comraen- 
surables dont les racines ne doivent pas contenir, dans 
leur expression, de radicaux cubiques, on arrivera tou- 
jours à une résolvante qui aura une racine commensu- 
rable. 

Étude de la résohante. 

Nous venons de voir comment les quatre racines de l'é- 
quation proposée peuvent s'exprimer h l'aide d'une seule 
racine de la résolvante; noiis alloUvS étudier à son tour 



DIX-SÈPTlÈME LEÇON. *à'2l 

^t te résolvante, et examiner de quelle manière ses ra- 
llies sont formées avec celles de la proposée. 

Désignons toujours par y une racine quelconque de la 
ésolvante , et par wCi , Xj , 0:3 , Xi, les quatre racines de 
'équation proposée , savoir, par x^ et x^ celles qui appar- 
iennent à la première des équations (5)^ par .r^ et .r4 
elles qui appartiennent à la seconde. On aura alors 



r 

Y 2 

2 



V?- 



= î 



py 



■ r 

y 2 

J7_j «x7| —— ~" *""* 



2 fWi •> 



VF 

it, en ajoutant, 

La résolvante a donc pour racine la fonction 

•3/I J/j t •3/3 «F^ 

des quatre racines de la proposée, qui n'a effectivement 
que trois valeurs, quand on y échange les racines les unes 
dans les autres de toutes les manières possibles. 
Posons 



^-^-r' 



d'où 



'=Vf- 

-î-(f-')> 



la résolvante en j se transformera dans une équation 
en f, qui sera du sixième degré, mais qui ne conticmdra 
que des puissances paires de t. Cette équation ne sera pas 
plus difficile à résoudre que l'équation (4), et on peut la 



''^*- 
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prendre pour résolvante à la place de cette dernière. Les 
équations (5)^ dans lesquelles se décompose réquation prcH 
posée , deviennent alors 

\ 2 / 2\4 4 / 2' 

— j^ + ïU"?"^^ ^t "• 

et l'on en déduira les quatre racines de la proposée, si l'on 
connaît une seule racine de la résolvante en f . 

Les équations précédentes ont pour racines, la pre- 
mière, Xi et Xj , la seconde, Xz et x* ; on a donc 



J7| -f- X^ 5 

2 

p — t 

'TCi -f- ^, = 9 

2 



et, en retranchant, 

c —— X \ f ' J»} "~~ <273 "^~" i2/^ « 

Telle est l'expression de la racine de la résolvante en ^ 
C'est une fonction linéaire des racines de la proposée, 
qui peut prendre effectivement six valeurs égales deux à 
deux et de signes contraires, par les permutations desra- 

Cl nés X\ , x%^ ^s? Xi^* 

Méthode de Lagrange. 

D'après la théorie générale exposée dans les onzième 
et douzième leçons , on peut exprimer rationnellement les 
quatre racines de l'équation générale du quatrième degré 
par une fonction de ces racines telle , que les 1.2.3.4 v^' 
leurs qu'on en déduit par les permutations soient diffé- 
rentes. Une pareille fonction dépend d'une équation du 
vingt-quatrième degré; mais nous venons de voir, par 



1t 
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l'analyse de la méthode de Ferrari , qu'îl suffit , pour ré- 
soudre l'équation du quatrième degré, de connaître une 
fonction des racines qui ait trois valeurs seulement , ou six 
valeurs égales deux à deux et de signes contraires. 

La formation à priori de F équation dont dépend une 
pareille fonction des racines de la proposée, et la déter- 
mination subséquente de ces racines , constitue une nou* 
velle méthode due à Lagrange , et que nous allons actuel- 
lement exposer. 

Soit l'équation 

I ) ^' -h px^ H- qx^ -t- rjT -h ^ = o , 

2t désignons par j?| , Xs, X3, ^1:4 ses quatre racines. La fonc- 
Lion la plus simple de ces racines parmi celles qui ne peu- 
k^ent acquérir que trois valeurs est x^x^ H- x%Xk\ posons 

donc 

y ^^ «^1 x% -f— X'^x^ f 

et commençons par chercher la valeur de y, ou plutôt 
l'équation du troisième degré dont elle dépend. 

Soient ji, /î, jz les trois valeurs que peut acquérir^, 
on aura 

J^l — «^1 "^2 "T" «^3 "^4 1 X^ """ "^l ^'■i "" *^'' '^i ? X-i ^~ "^l '^< "t" «^2 «^3 5 

et l'équation en y sera 

(2)r'— (ji+ra4-r3)jr'-h(/.j2-f-r,y3-Hr2/3)r--rir2r3==o. 

Les coefficients de cette équation (2) sont des fonctions 
symétriques des racines de Téquation (1), et peuvent, par 
conséquent, s'exprimer par les coefficients /?, ^, r, s. On a 

= (Xi 4- ^2 -h -a?» -<- 0^4 ) (xiXiXi -f x,d:aJC4 -f- jr, JC3 5:4 -|- 0:2^3.2^4 ) 

— 4*^1 •^2«2?3 J?4 =^ /?r — 4^> 

v* "^ f •'^ ^v* 1* ^v* ^v* 
JtJijZ *C.i«C2*C.3*C.4 

X [(^1 H-^24-^3H--«^4)*-- 4 (^•*2-^-^l'^3-|-^l'2^< 4--^2^3-f-.rj^4 ^--^3^4)] 

H- (07,^720:3 -h .î^i^iJ?4 -f- X^X^X^ -h XaJTv'ï*»)' = -^C/^* — 47) "^" ''^î 
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réquation résolvante en y est donc 

(3) 7* — 97'-^(/^'*— .4^)7 — [*(/^'"- 4^) -f-r»] = o. 

Nous savons résoudre cette équation, qui est du troisième 
degré; voyons maintenant comment on obtiendra les. va- 
leurs des racines Xi, JCj, Xj, X4. 

Soît 7^1 une racine quelconque de Téquation. (3), on 
aura 

d'ailleurs 

donc Xx Xi et x^ x,, sont les racines de l'équation du second 
degré 

(4) Z^-^ X^Z-h s z=0. 

Soient z^ et ^^ les racines de cette équation (4), on aura 

connaissant ainsi les fonctions j?t ^2 et ^3 x^ , on voit de 
suite qu'on doit en déduire rationnellement les sommes 
•3^1 H-Xf et x%-\- Xi,^ qui sont des fonctions respectivement 
semblables à x^x^ et x^x^. On a, effectivement, 

ou 

^2 (.r, -h .^2) 4- 3, (.r, -h a?^) = — r; 
d'ailleurs 

(^, -H JC2) -i- (j^a 4- xi) = — /?, 

donc 

r — pzy pz^ — r 

X\ — t- Xi — — — — _ , x-^ — f— X^ — — — — — . 

Z'i """■ 3| Zj — — Z| 

Connaissant x^ H-Xj et a:iJ:rj, X3 H- 0:4 et XsJ?4, on for- 
mera deux équations du Second degré, ayant pour ra- 
cines, la première, .r, et ;r,, la seconde, JC, et x^^ et le 
problème peut être considéré comme résolu. 
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Ou résout plus facilement lequalîoii du quatiième 
<l^ré, en prenant une résolvanto dont la racine soit une 
fonction linéaire des racines de l'équation proposée, 
ayant six valeurs égales deux à deux et do signes con- 
traires. 

Soit 

t = j:^ -t- X, — X, — ar, ; 

cette fonction , ayant six valeurs , dépondra d'une équa- 
tion du sixième degré : mais parce que ces valeurs de t 
sont égales deux à deux et de signes Contraires, l'équation 
s'abaissera au troisième degré, en posant 

On peut former directement l'équation en ô, puisqu'on 
connaît la composition de ses racines ; mais on peut aussi 
la déduire de la résolvante (3) en j. Il est facile , eu effet , 
de voir 'que l'on a 

■ ^~ 4 ' 

et la résolvante en 9 est 

l9' — (ip' — 8q)B^ + {3p'—i6p'</-t-t6q'-\-i6pr—6^s)9 
(5)j _(;,>_4^, + 8r)'=o. 

On pourrait exprimer les quatre racines Xt, jr, , x» , œ^ 
de la proposée , à l'aide d'une seule des racines 9 de cette 
équation; mais on obtient des résultats plus simples en 
employant les trois racines. 

Soient 9,, 0t, 9, les trois racines de l'équation (5), on 
aura 

- *, ~ *j — j:, = ^a, , 
(6) ^x,+x, — x, — x. = ^/êT, 

h jr. — T, — a^, = ^9j ; 
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et les équalions (6) et (7), qui sont du premier degré, 
donneront les valeurs suivantes des quatre racines 






a, 1 






4 






tf 




-P-^ 


■ sff,— 


v'e, 


— s/S:, 


ktj 




4 






*• 




— P- 


■v^+ 


v'êT 


-v/ê7 






P 


4 


v/e. 


+ \/e., 



Ces quatre racines peuvent élre représentées par la for- 
mule unique 

(«) a:= 7 , 

puisque chaque radical a deux valeurs égales et de signes 
contraires. Mais ici se présente une difficulté, car l'ex- 
pression de .r, donnée par l'équation (8), a huit va- 
leurs, tandis que l'équation proposée ne peut avoir que 
quatre racines. Il est aisé de faire disparaître cette ambi- 
guïté. En effet , on peut prendre à volonté l'une des deux 

valeurs de s/Qx et sQ^'t mais quand on a fixé ces valeurs. 

celle du troisième radical ^ôase trouve par cela même dé- 
terminée. En effet , en multipliant les trois équations (6), 
on trouve 

\JV, slV, sJT, z= {x\ -\- x\ + x\ 4- x\) 

—7- 2 (i*i X^ X-^ "7— X\ X2 X^ ~T~" X^ X'^ X^ —7-" X2 x^ x^\ 

— X, [x\ -f- :rj -f. x\) — X2{x\ -\- x\ -\- x\) 

— x^[x\ + x\ -^ x\) — .r, (x] + xj H- x\) 

= ^^x\ -\- '2.^^x, x^ x^ — ^x, ^x\ 



^ 
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J'uù 

Il résulte de là que la valeur de x, donnée par Téqua- 
tîon (8), a précisément quatre valeurs, et qu'elle repré- 
sente bien , en conséquence , les quatre racines de l'équa- 
tion proposée. 

Remarque. — Il est important de remarquer que le 
succès des méthodes de Ferrari et de Lagrange est dû à 
cette seule circonstance , gue l'on peut former des fonc- 
tions fJe quatre lettres y qui n aient que trois ^valeurs. 

Méthode de Descartes, 
Cette méthode consiste à identifier l'équation proposée 

x* H- pjr^ -f- qx^ -\- r.jc -\- s := o , 

avec cette autre 

dont les racines peuvent être considérées comme connues. 
Au lieu d'employer la méthode des coefficients indé- 
terminés, comme fait Descartes, on peut exprimer que 
X* -hfx-h g est un diviseur du premier membre de 
l'équation proposée , en ettcctuant la division , et égalant 
à zéro les deux termes du reste qui est du premier degré 
en X. On obtient ainsi deux équations entre les deux in- 
connues fcl g", et en éliminant g ou f on a une équa- 
tion du sixième degré qu'on ramène aisément au troi- 
sième , et qu'on peut considérer comme une résolvante 
de l'équation proposée. Cette méthode ne dillère pas, au 
fond, de celles que nous avons d'abord exposées; car si 
Ton connaît une valeur de g ou de /", c'est-à-dire Xi x^ 
ou j?! -i-Xj, on connaîtra également XzX^ oux^-i-x^^ 

i5. 
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et la résolution de l'équation proposée s'en déduira comme 
nous Pavons montré précédemment. 

Méthodes de Tschirnaûs et d'Euler. 

Je n'ajouterai rien à ce que j'ai dit dans une précédente 
leçon au sujet de la méthode de Tschirnaûs, qui ramène 
Téquation 

x^ -H px^ -h qx"^ -\- rx -\- s =1 o 

à la forme bicarrée , en employant la transformation 

y ^=z a -\- bx -{- x"^^ 

et disposant convenablement des indéterminées a et b. 
La méthode d'Euler consiste à éliminer y entre les deux 
équations 

X = a -h bj -\- cy"^ -h dy^, 

r* = e, * 

et à identifier l'équation finale en x avec la proposée, 
dont les racines seront alors données par la formule 

Tout revient donc à déterminer les valeurs des indéter- 
minées a^h^c^ ^ 1^1 dont Tune peut être choisie arbitrai- 
rement. 
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Sur la^ résolution algébrique des équations. — Des équations de degré 
premier. — Des équations de degré non premier. 



Sur la résolution algébrique des équations. 

Toutes les mélhodes connues que les géomètres ont 
essayé d'appliquer à la résolution algébrique des équa- 
tions , et il en serait nécessairement de même des nouvelles 
qu'on pourrait imaginer, reviennent à faire dépendre la 
résolution de Téquation proposée de celle d'une autre 
équation plus facile à résoudre, et dont les racines sont 
des fonctions de celles de la proposée. 

C'est ainsi que nous avon» pu résoudre Téquation du 
troisième degré, en déterminant la valeur d'une fonction 
linéaire de ses racines Xi, Xg, Xa, 

oc désignant Tune des racines imaginaires de Téquation 
jt' = I . Le cube t^ de cette fonction ne peut prendre que 
deux valeurs distinctes par les permutations des racines 
Xi , J^i, x.,, 1 1 dépend , par conséquent , d'une équation du 
second degré. 

De même, nous avons résolu l'équation du quatrième 
degré en déterminant la valeur de l'une des deux fonc- 
tions suivantes de ses racines X], Xs, X3, .r4, 

X ^^ «^1 ^2 ~f" «^j ^i y 

La première de ces deux fonctions ne peut acquérir que 
trois valeurs, et dépend, par const'qiient , d'une équation 
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du troisième degré , qu'on sait résoudre ^ la seconde peut 
prendre six valeurs, et dépend d'une équation du sixième 
degré, mais qu'on peut abaisser au troisième, parce 
qu'elle ne contient que des puissances paire» de Fin- 
connue. Nous avons vu, dans la Icçoa précédent^, que 
la résolvante en / conduit plus aisément que celle eny k 
la résolution de la proposée ^ elle a aussi cet avantage que 
la résolution de ré({uation du quatrième degré , qu^on eu 
déduit, présente la plus complète analogie avec celfedc 
l'équation du troisième degré. La fonction t pd^^enelTet. 



s'écrire ainsi : 



r = X, -+- xX'j -h a' J^3 -f- a^-P« y 



a désignant la racine réelle — i de Féquation x^= i. 

Dans IcS' Mémoires de V Académie de Berlin (année» 
1770 et 1771) (*)-, Lagrange, prenant pour point de dé-^ 
part les résultats (|uî précèdent, a cherclié à opérer la 
résolution de Féquation génxTale de degré m, dont j*i, Xj, 
.r:ï, . . . , x,n sont les m racines, en employant une fonc- 
li(>ii de la forme 



où a désigne une racine do Féquation x^=i. 

Quoique ces rccherclies de Lagrange ne Paient pas 
ronduit <^ la résolution des équations générales d'un degré 
supérieur au quatpiènie, les développements qu'il a donnés 
;V ce sujet présentent a^sez (Finlérèt pour qu'il sembk* 
utile tle les exposer ici. 

Nous suivrons la marche tracée par l'illustre auteur, et 
nous distinguerons avec lui le cas où le degré de Féqua- 
tioji est un nombre premier, et celiti où il est un nombre 
c'omposé. 



(*) La{;ran{re a présenté un extrait de son Mémoire dans la note XIII dr 
'•on Traité de la Résolution des équations numériques , 3* édition , page i\'i- 
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Des équations de degré premier. 
Soient 

les m racines d'une équation 
(0 V = o, 

de degré premier m , a une racine quelconque de Téqua- 
tîon j:*" = 1 , et posons 

(a) ^ = x, -f- a jCa -f- cOXi 4- ... -h a'""' x^» 

Si OL n'est pas égal h i, m étant premier, les puissances 
de a , savoir 

sont les m racines de l'équation j:'" = i, et, par consé- 
quent, sont toutes distinctes. Il résulte de là que la fonc- 
tion t prendra i .2.3. . . m valeurs distinctes, si Ton y 
permute les m racines Xx^x^^ etc. \ cette fonction dépend 
donc d'une équation du degré 

I . 2 . 3 . . . //i , 

qu'on peut former par la méthode exposée dans la deuxième 
leçon, puisqu'on connaît la composition de ses racines. 

Nous allons démontrer que la résolution de celte équa- 
tion de degré i . 2 . 3 . . . m , peut se ramener à la résolu- 
tion d^une équation du degré m — i, dont les coefficients 
dépendent d'une équation du degré 1.2. 3... {m — 2). 

Multiplions successivement l'expression de t par ol^o}^ 
a',..., a*""*, et rabaissons les exposants de a au-dessous 
de m, à l'aide de la relation «"'+" = a", on a 

tz= x^-\-ctLXi -h a'oTa-h . . . 4-a«-'j:«,, 
7.t =. xXi -{- 7(PX2 -h a'jr.^ -f- . . . + a?/, , 
7}t:=. OL^Xx -r a^a;^-}- a^JTj -h . • . -\- cx.Xmt 

y'^^tTrz a"'--'.?-, ~\-X^ -f a.f., 1- . . . -f- ««-'j-a,. 



232 DIX-HUITIEME LEÇOlf. 

OU , en ordonnant par rapport aux puissances de a , 



(3) 



ar = x« H- ax, -h a'^a -+-...-+- a*-»x«_,, 



a''^'/ = Xi + aoTa -+- a'jc, -f- . . . 4- a''^'jr,* 



On voit que chacune des quantités 

se déduit de la précédente par la substitution 






et, par conséquent, chacune des racines j:i, jTs, etc., oc- 
cupe, dans les seconds membres des équations (3) , toutes 
les places. Par exemple , .r, est à la première place dans t? 
à la deuxième dans a t . etc. , à la dernière place dans a"*'' t; 
on aura donc les i . 2 . 3 ... m valeurs de f , en faisant subir 
aux m — I lettres arj , 0:3 , . . . , a:,„, dans les seconds mem- 
bres des équations (3), les i . 2 . 3 . . . (/// — i) permutation» 
dont elles sont susceptibles , sans changer la place de Xx^ 
Et si Ton fait, pour abréger, 

|x = 1 . 2 . 3 . . . (a/£ — i) , 

et que l'on désigne par 

les [f. valeurs que prend /, quand on y permute les m — i 
lettres jCj, JC3,..., x„,^ les 1.2. 3. . . m racines de Téqua- 
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lion en l seront 

ciy clC\^ ol iiy , » t y a, [[y 

^2 , a ^2 > 'Jt ^2 j • • • j ût ^2 9 



tfjL, cctfiy cL^tfxy . . ., (xr^Ufii 



on a d'ailleurs 



Tëquation en t sera doue 



^-c) (^'"-'c) 



r^Ç\=zo. 



On voit que cette équation ne contient que des puissances 
de t dont les exposants sont divisibles par m, et qu'elle 
s^abaissera au degré (z = i . 2 . 3 . . . (m — i) 7 en posant 

L'expression de est 

et Ton en déduira celle des (x racines de l'équation en 0, eu 
permutant , de toutes les manières possibles , les m — i let- 
tres or, , Xs , ... , x,n-i sans changer Xi de place. Or, parmi 
ces permutations , qui servent à déduire toutes les valeurs 
de 9 de l'une d'entre elles, il en est qui méritent sur- 
tout de fixer l'attention, parce qu'elles équivalent au 
simple changement de a en a', a^, ... , a"*"**. En effet, m 
étant un nombre premier, si dans la série 



a, a% . . . , a*-' 



on remplace u par a"", // étant <[//*, on reproduira les 
mêmes racines, mais dans un ordre différent. La substi- 
tution h ex, do rime de ses puissances, équivaut donc à 
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un certain changement des puissances de a entre elles 
dans l'expression de 0, et, par suite, à un certain chau 
geoient des racines X2 , JCa , . . . , x,n entre elles. 

Remplaçons donc a , dans l'expression (4) de0, par cha- 
cune de ses puissances « , «*, a'*, . . . , «'"""% rabaissons les 
exposants de A au-dessous de w, et ordonnons, par rap- 
port aux puissances de a , la fonction dont la puissances 
est égale à Q 5 désignons enfin par 

les 7/4 — I valeurs de ainsi obtenues : il est évident 
que Xi , qui occupe la deuxième place dans 0i , aura la 
troisième dans 0^ , la quatrième dans O3 , etc., la dernière 
dans 0,„__i , et Ton aura 

Ô, = (a:, + aa:2 4- a'Xa 4- . . . H- . . . a"»-' arj", 
(5) ^ Oj=:(x, -h -ha-^X2-h 



9„^, ==r (x. -h + a™-' x,)"». 

Voilà donc m — i valeurs de dans lesquelles x^ occupe 
successivement la seconde, la troisième , etc., la dernière 
place, en sorte qu'il suffira , pour avoir les i.2.3... (m— 1) 
valeurs de 0, défaire, dans cliacnne des m — i valeurs 
que nous venons d'écrire, les i .2.3... [m — 2) permuta- 
tions des lettres x^^ .r4 , . . . , x„, , les unes dans les autres, 
sans changer la place ni de x^ ni de x^. On déduira, en 
effet, par ce moyen 1.2. 3... (m — 2) valeurs de 0, de 
chacune des valeurs (5), ce qui fera en tout i .2.3. ..(m — i)- 
Si maintenant on considère Téqualion de degré m —1 

r0_-9,) (0- e2)...(9 — o,„.,)~o, 
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OU 

(6) 0—' -f- /;, G'"-' -h jh e'"-^ -f- . . . -f- />«-, Ô H- /7;„ = o, 

qui a pour racines les quaniués 0i, 0g,. . ., P„,_i ^ je dis 
que les coefficients pî^ /?, , etc., de cette équation ne dé- 
pendent que d'une équation du degré 1.2. 3.... (m — 2). 
en sorte queTéquation du degré 1.2. 3... (m — 1)5 qui ^ 
pour racines toutes les valeurs de 9, se décomposera en 
1.2.3... (m — 2) facteurs du degré m — i, à l'aide d'unr 
seule équation du degré i . 2 .3 . . . (/;i — 2) . 

D'abord il est facile de voir que toute fonction symé- 
trique des quantités 0i, Oj, 63,..., 0,„_i, ne peut acquérir 
que 1.2.3... (//i — 2) valeurs, par les 1.2. 3... (/m — 2) 
permutations des lettres 0:3 , ^^4 ,. .. , x,,,, 

En.e/rel, si Ton remplace a par l'une quelconque de 
ses puissances, a"~*, les quantités 0i , 02 v • 9 ^««-1 ne feront 
que s'échanger les unes dans les autres, car O2 , O3 , etc. . 
se déduisant de Oi par les changements de a en a*, 5t^, etc. , 
on peut les représenter par 

et ces quantités (7) sont les mêmes, à IWdre près, qu<* 
les suivantes 

(8) ^(a«-), 0[a»(«- )],..., ©[ai'^OC'.-i)], 

qui se déduisent de la première d'entre elles de la même 
manière que les quantités (7), c'est-à-dire par les chan- 
gements de a en «% «',•••? «'""*• 

Maintenant, le changement de a en a"~* dans 0^ ou 0[u) 
équivaut à une certaine permutation des lellres jr^ 
X3,..., j;,„, qui amène a* à la place de x„\ d'où il 
suit que les quantités (8) se déduiront (à Tordre près) de." 
quantités (7) parla même substitution. 11 y a donc, en 
un mot. des snbsfituf ions pouvant .imen(»r .r_, l\ la plart 
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de ruiie quelconque des lellres suivantes jt, , a*4 , . .., x^, 
et par lesquelles les quantités 0i , Oj , .. . , 9„,_i ne foulque 
s'échanger les unes dans les autres. Par conséquent, ces 
substitutions ne changeront pas la valeur d'une fonction 
symétrique des quantités 9i , ôj , ..., 0m- 1* 

Cela étant, supposons qu'on veuille appliquer à une 
fonction symétrique de di , d{, etc., une substitution 
quelconque devant amener x^ à la place de a:„ , on pourra 
(•ommenccr par amener Xt h la place de Xn par une sub- 
stitution qui ne change en rien la valeur de la fonction 
symétrique , ensuite il n'y aura plus qu'à opérer une cer- 
taine substitution sur les m — '2 lettres Ts , j:^ , ... , ar«j 
la seule qui puisse changer la valeur de la fonction symé- 
trique. Ainsi , la place de x^ pouvant être fixée à volonté 
dans une fonction symétrique de 9i , 02, etc., une pa- 
reille fonction ne saurait avoir que les i.a.3...(/7i — a) 
valeurs résultant des permutations des m — 2 lettres 

D'après ce qui précède, chacun des coefficients pn 
/?i, etc., de l'équation (6) dépend d'une équation du 
degré i .2.3... (m — 2), et Ton pourra former chacune de 
ces écfuations par la méthode exposée dans la deuxième 
leçon, puisqu'on connaît la composition de leurs racines* 
Mais on aperçoit immédiatement que tous ces coefTicients 
/^i9 Pi^ clc., ne dépendent que d'une seule équation du 
degré i .2.3.,. (m — 2), car ce sont évidemment des fonc- 
tions semblables des racines jr^i , ^.'a , . . . , 0:^ de l'équation 
proposée, et si l'on se donne la valeur de l'un d'eux, 
celles de tous les autres s'en déduiront rationnellement. 

Voici comment on peut opérer pour former l'équatiou 
dont pi dépend , et pour exprimer en fonction de pi les 
autres coefficients p^ , p^ , etc. On calculera l'équation de 
degré i.2.3...('w — i), qui a pour racines toutes les va- 
leurs de 0. ri dont les coefficients, fonctions invariables 
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des racines de la proposée , sont exprimables raliounellc- 
meiit par ses coefficients. Le premier membre de Téqua- 
tion (6) étant un diviseur du premier membre de cette 
équation complète en d, on fera la division à la manière 
ordinaire, et on égalera à zéro les m — i termes du reste. 
Les m — 2 premières des équations ainsi obtenues servi- 
ront à déterminer les coefficients p^^i Pz^^ etc., en fonction 
de pi, et on aura ensuite l'équation en pi de degré 
i.a.3...(m — a), en remplaçant dans la (m — ly^f^^^ p^^ 
p%^ etc., par les valeurs qu'on aura trouvées. 

LagraQge a cherché à simplifier les calculs, presque im- 
praticables dès le cinquième degré, auxquels conduit 
Inapplication de la théorie précédente ^ il a effectivement 
imaginé un artifice ingénieux pour exprimer les coeffi- 
cients de l'équalion (6 ) , en fonction des racines Xi , jTj , etc . 
Je vais le rapporter ici. 

Pour avoir l'expression de 0, il faut élever à la puis- 
sance m la quantité 

en faisant ce calcul , et ayant soin de rabaisser les expo- 
sants de a au-dessous de m , on a un résultat de la forme 

(9) = Ç. -h aÇ, -+- a'Ç. -f- . . . -f- a"^' Ç«_,. 

L'équation (9) donne les valeurs de 61 , ôj,..., 0,„_i, en 
substituant à a chacune des racines imaginaires a, ê, 
y,.. . , OD de l'équation 0:^ = 1. En outre , si l'on remplace a 
par I, le second membre de l'équation (9) a pour valeur 
(jTi-l-Xf-h . . . -l-x,„)'"ou A'", en désignant par A la somme 
connue des racines de l'équation proposée (i). On a donc , 

A" = Ço 4- ?. -H Ç-i -f- -h?m_. , 

0, = Ç, + aÇ, -H a' Ç, -h . . . + a"-' Ç„_, , 
e, = ?o -h ê?. -4- 6^Ç, -f- . . . -f- ^.'-- Ç^_, , 
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Ajoutons ces équations et désignons par 5i la somme des 
racines de l'équation (6) , on aura , d'après les propriétés 
des racines a, 6, etc., 

ou 

*, = /wÇo — A". 

Désignons généralement par s„ la somme des puissances /i 
des racines de l'équation (6) *, élevons Féquation (9) à la 
puissance n , et rabaissant les exposants de a au-dessous 
de m , représentons le résultat par 

remplaçons ensuite a successivement par i , a , £,...,&), 
et ajoutons les résultats, on aura 



— ... i:(«) 
OU 



A»"" -♦- *« = /;/ Ç^"^ , 



.v„r=,;/Ç"^— A*"". 



On pourra calculer de cette manière, en fonction des 
racines Xj , Xj , . . . , x,„ , les sommes ^^j , 5, , . . . , 5,„_i, el 
l'on en déduira ensuite les valeurs suivantes des coefii- 
cîents /?!, pz<, etc., de l'équation (6) 

p, = — (wÇo— A"), 

2 2 
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Voilà donc les coefficients ^i, /?2, etc. , de T^quatioa (6) 
exprimés en fonction des racines oti, Ta* . . . , x„tde l'é- 
(||Qtion proposée, et si l'on fait dans Foxpression de Tun 
d'eux, de Pu par exemple, toutes les permutations pos- 
sibles, on ne trouvera que i . 2 . 3 . . . (w — 2) valeurs dis- 
tinctes. On pourra ainsi former directement l'équation 
en pi^ et l'on exprimera ensuite les valeurs des autres 
coefficients en fonction rationnelle de /7t , par le procédé 
indiqué plus haut. 

Si l'on connaît un seul système de valeurs des coeffi- 
cients />!, ^ï, etc., et si Ton peut résoudre l'équation en 6 
correspondante de degré m — i , la résolution de l'équation 
proposée (i) s'ensuivra immédiatement, comme nous allons 
l'expliquer. 

Dans l'hypothèse où nous nous plaçons , les quantités 
0,, 0j, . . . , 9^_, sont connues : les équations (5) donnent, 
en mettant a. S, 7,..., o) au lieu de «, a*,..., «'""*, 



tn 



(10) 



m 



m 



on a d'ailleurs 

J7| — |— .t'a -T" J^'i "H • • • ~T~ J^m —^ A 5 

donc, en ajoutant ces équations, et ayant égard aux pro- 
priétés des racines ce, 6, etc., on a 



m Ht tn 



(il) .r, = , 



m 



ajoutant aussi ces mêmes équations respectivement mul- 
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tiplices par a", S", . . . , w" et i , on a 



m n 






m 



Mais comme ri eu ne détermine celle des valeurs de 
chaque radical quMl faut prendre , le second membre de 
l'équation (12) est absolument identique au second membre 
de Téquation (n). Aussi doit-on se borner à dire que 
les m racines de Téquation proposée sont données par la 
formule unique 



m m m 



(loi .r =r » 

m 

A la vérité, cette formule , à cause de la multiplicité des 
valeurs de chaque radical , donne pour x un nombre de 
valeurs égal à /;/'""* ; mais on peut faire disparaître Tam- 
biguïté qui en résulte. En elTet, les premiers membres 
des équations (10) sont des fonctions semblables des 
racines j^j, Xj, etc.; on pourra donc, si l'on se donne 
Tun d'eux, en déduire rationnellement tous les autres. 



m m m 



Ainsi, on pourra exprimer ^Oi^ v^, . . . , v'^m-i ration- 



in 



nellement en fonction de v^0,, et la formule (i3) ne don- 
nera alors pour x que m valeurs , comme cela doit être. 
Par celte méthode , la résolution de l'équation du cin- 
quième degré se ramène à celle d'une équation du qua- 
trième degré, dont les coefficients dépendent d'une équa- 
tion du sixième. 

Des équations de degré non premier. 

On voit aisément que l'analyse précédente ne peut 
s'appliquer aux équations dont le degré est un nombre 
composé. En eifet, les quantités 0,, ^g, etc., que nous 
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avons déduites de 9 en remplaçant a successivement par 
a, a*, a', etc., ne sont plus toutes des racines de Féqua- 
tiott résolvante en 0, parce qu'alors, en remplaçant or par 
Tune de ces puissances dans la série 



a, a% a"\. 



on ne reproduit pas nécessairement ces mêmes quantités, 
lors même que a serait une racine primitive de Féqua- 
lîon af" = i. Aussi Lagrange a-t-il cherclié une autre mé- 
thode : celle qu'il a suivie revient , en dernière analyse , 
à déconïposer l'équation proposée 

(I) V=:0, 

de degré fn = np^ n étant un nombre premier, en n équa- 
tions du degré p\ et cette méthode n'exige pour cela que 
la résolution d'une équation de degré 

1.2... >// 



(n — i}n ( I .a . p)" 



et celle d'une équation de degré n — i , tandis que si l'on 
cherchait à faire la décomposition par la méthode ordi- 
naire, il faudrait résoudre une équation du degré 

m (m — I ) . . . [m -— -jgjrh i) 

l 9. . . p 

Cette décomposition de l'équation (i) en n équations du 
degré p une fois faite, on pourra appliquer à chacune do 
ces dernières la méthode exposée précédemment, si p est 
un nombre premier. Dans le cas contraire, si p = n' p\ 
^i étant un nombre premier, on ramènera la résolution 
de chaque équation de degré p à celle de n' équations du 
degré p'^ en opérant de la même manière que pour la 
proposée*, et ainsi de suite. Entrons maintenant dans loa 
détails. 
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Soit m = np^ n étanl un nombre premier, et posons, 
comme prëcédemmcnl', 

t = Xi -\- axj -f- a'Xj -f- . . . -h a*-' j:», 

jTi, .Tf , . . . , x^ désignant les m racines de Féquation (i) 
et a une racine de .r'" = i , mais qui appartienne aussi à 
l'équation x" = i. Alors, comme on a généralement 

la valeur précédente de t pourra s'écrire comme il suit : 



ou 

/ = X, + aX, 4-a»XTH .. . -+- a»-' X„ 

en faisant, pour abréger, 

A| ■:=: OTi -|- Xn^i -♦- ^jn-i-i "H • •*• "+" J^(p-.i)n+t i 
Xj = J7| -\'-Xa+2 4" «^an+a "+~ • • "f" «Tj j|,_|)n4-2» 

(2) 

\ Xn ^^^ J7n + ^ïji "T- -T^n -f- -{• J?^. 

Soit 

(3) W = o 

Téquation qui a pour racines X,, Xj,..., X„5 on pourra 
appliquer à cette équation (3) la méthode exposée précé- 
demment pour les équations de degré premier. Faisons 
e = r, ou 

(4) = (X, + aX, 4- . . . -h a»»-' Xn)", 



UlX-mttÙME LEÇON. 243 

Q dépend d'une équation du degré i . 2 . 3 . . . (n — i) dont 
les coefficients peuvent s'exprimer rationnellement par 
ceiçc de l'équation (3) ; et si l'on représente par 9i, 9,,..., 
0„^i les n — i valeurs que prend 9, en remplaçant a par 
les /ï — I racines imaginaires de Jtr" = i , on peut former 
l'équation en de degré n — i qui a ces n — 1 valeurs de 
pour racines : représentons cette équation par , 

ses coefficients pi, pj, etc., dépendent d'une seule équa- 
tion de degré i.2.3...(fi— *2) dont les coefficients s'ex- 
priment rationnellement par ceux de l'équation (3), ainsi 
que nous l'avons établi précédemment. 

Soient j- l'un quelconque des coefficients Pi, pj, etc., et 

(6) /(r) = o 

• 

l'équation de degré i.2.3... (n — 2) dont j dépend. 
njes coefficients de cette équation (6) sont exprimables 
rationnellement par ceux de l'équation (3), mais ces der- 
niers ne sont pas connus, il n'y a que ceux de Tcqua- 
tion (i) qui le soient; voici comment on peut former une 
équation en y dont les coefficients soient exprimés par les 
quantités connues. 

y(jr) est une fonction de j qui contient symétrique- 
ment les quantités Xi, Xs,. . ., X„, et, en remplaçant 
Xi, Xj, etc., par leurs valeurs tirées des équations (2), 
J'(jr) deviendra^ une fonction non symétrique des racines 
j:, , Xj , . . . , a:„ de l'équation (1) . Faisons dansy*( j^) toutes 
les permutations des racines Xi , Xt , . . . , a:,„ , et désignons 
par 

les [A valeurs distinctes que prend ainsi y(^); le produit 
de toutes ces valeurs est une fonction symétrique des ra- 
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ciliés JT,, Xi , . . . , .r,„ de la proposée, exprimable ration- 
iiellemenl par ses coefficients. On a donc, pour déter- 
miner 7, Téquation 

(7) Mj-)Mx)Mx)'*'M:^-) = o, 

dont les coefficients peuvent être considérés comme 
connais. 

Le degré de cette équation ( 7 ) est i . 2 . 3 . . . ( n — 2 ) X |^, 
;jt désignant le nombre des valeurs distinctes de /(j), 
quand on y permute les lettres Xi , a:j,. . ., .r„, -, nous savons 
que ce nombre fjt est un diviseur du produit i . 2.3. . . m 
(orrAiènie leçon) , et si Ton fait 

I . 2 . 3 .... 77/ 

f = : ' 

V sera le nombre des permutations des lettres x^^ Xi^»,.^x^ 
qui ne font pas changer la fonction y (j^). Or fl y) ne 
change pas en permutant, les unes dans les autres, IçM 
lettres qui composent respectivement Xj, X,,..., X., 
non plus qu'en échangeant les quantités Xi, Xj, etc., les 
unes dans les autres ^ mais toute permutation des lettres 
.r,, X2, etc., qui fait passer quelques-unes des lettres 
de Xi ou Xj, ou, etc., dans Tune des autres fonctions, 
change évidemment la fonction /(j^). On conclut aisé- 
ment de là que 

V = (l .2.3. . ./?)".(! .2. .. «), 

el, par conséquent, 

1 . 2 . 3 . . . w 



(i .2.3. . . //) (i .2 3. • p)" 

Le degré de l'équation (7) est donc 

o / X 1 . 2 3 ... /w 

1 . 2 , 3 . , . (/? 2) . -, — r , 

^ ^ (1.2 3. .•/!) (1.2. ../>)"' 
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OU 

I 2 . 3 . . / W 



[/t — I ) /î ( I . 2 . 3 . . (f)'^ 



Si l'on connaît une seule racine de 1 équation (7) on aura 
un système de valeurs des coefficients 

de Téquation (5), car ces coefficients sont des fonctions 
semblables des racines de l'équation proposée, et, par 
conséquent, ils peuvent s'exprimer rationnellement en 
fonction de Tun quelconque d'entre eux et des quantités 
connues. 

On résoudra ensuite l'équation (5) , qui n'est que du 
degré n — i, et l'on aura alors aisément les racines do 
l'équation (4). Désignons, en effet,' par 

les n — I racines de l'équation ( 5) -, ces valeurs de 9 élanl 
précisément celles qu on déduit de l'équation (4) , en rem- 
plaçant a par chacune des racines imaginaires de x"^= i , 
on aura 



X, -h aXï -h a*X3 -+- . . . -4- a"-' X„ — ^ 0, 
X, -f- 6X2 -+- 6'X, 4- . . . -f- 6"-' X„ — \JT,, 






X, -\~ <.>X.. -h w'X, -h . . . ~f w"-' X„ r:.: VQf.-.- 

T) ailleurs, la somme des racines Xj, X^,..., X„ t'sl 
tonnue, car elle est la même que œlle des racines .i,, 
a*j,. . ., .r„, -, en désignant donc par A celle somme, on 

aura 

X.-l-X, -|-X,-|- ... -I- X^r= A. 

Des équations qui précèdent, ou lire celle expression {;c- 



♦r 
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ucrale des racines X,, Xt , elc. 



n 



___ A-f-v/ôi^- \/^-h ... +V^ 



X = 



11 ne reste plus, maintenant, qu'à trouver les racines 
Xt, Xf , etc., elles-mêmes*, pour cela , on feonsidérera Té- 
quation qui a pour racines celles de la proposée dont la 
somme est Xi ou Xt, etc., Xi par exemple : soit 

cette équation , dont le premier membre est un diviseur 
du premier membre V de la proposée. On fera la division 
à la manière oïdinaire, et on égalera à zéro les p termes 
du reste ; on aura ainsi p équations dont les p — i pre- 
mières détermineront q^^ ^3, etc., en fonction de X], la 
dernière étant alors satisfaite d '^elle-même .^ 11 est évident, a 
priori, que ^j, ^3, etc., doivent s'exprimer rationnelle- 
ment en fonction de Xi, puisque ce sont des fonctions 
semblables. Ou aura donc enfin, par ce moyen, les n 
équations de degré /^, dans lesquelles peut se décomposer 
Téquation proposée. 

Tel est le point où se trouve ramenée aujourd'hui la 
question de la résolution algébrîque des équations: La 
fonction résolvante de Lagrangc nous a donné la réso- 
lution des équations du troisième et du quatrième degré, 
mais elle n'est d'aucune utilité pour les équations géné- 
rales de degré supérieur au quatrième, dont, au surplus. 
la résolution est aujourd'hui démontrée impossible. Tou- 
tefois nous verrons, dans une prochaine leçon, que la 
considération de celte fonction résolvante fournit la réso- 
lution algébrique d'une classe fort étendue d'équations de 
degrés quelconques. 

A la même époque où Lagrange publiait , à Berlin, 1^ 



VV 
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Mémoire donl nous venons de présenter les résultats prin- 
cipaux, Vandermonde s^occupait de la même question, 
et présentait, à TAcadémie des Sciences de Paris, un 
beau Mémoire où , par des considérations différentes de 
celles de Lagrange , il arrivait pourtant aux mêmes consé- 
quences. Je me borne ici à indiquer ce travail de Vander- 
monde, imprimé dans les Mémoires de Vjécadémie des 
Sciences de Paris (année 1771). 



4 , 



1 ^ 
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Sur le nombre de valeurs que peut prendre une fonction quand on y 
permute les IcUres qu'elle renferme. — Des substitutions circnlaires. — 
Théorème de M. Cauchy. — Forme générale des fonctions qui n'ont qu» 
deux valeurs. 



Sur le nombre de valeurs que peut prendre une Jonction 
quand on y permute les lettres quelle renferme. 

Le succès des méthodes exposées précédemment pour 
la résolution des équations générales du troisième et du 
quatrième degré est dû à cette seule cîrconstatice , qu'on 
peut former des fonctions de trois lettres qui n'aient que 
deux valeurs , et des fonctions de quatre lettres qui n'en 
aient que trois. Et si Ton pouvait de même former des 
fonctions de cinq lettres n'ayant que quatre ou troia va- 
leurs , on est fondé à penser que ces fonctions perlnet^ 
traient de résoudre Téquation générale du cinquième de- 
gré. On voit par là combien la question du nombre de 
valeurs qu'une fonction peut acquérir, quand on y per- 
mute les lettres qu'elle renferme , est liée intimement à la 
théorie des équations. Attssi plusieurs géomètres s'en 
sont-ils occupés; et quoiqu'ils aient laissé beaucoup à faire 
à leurs successeurs, ils ont pourtant obtenu quelques 
résultats intéressants que nous allons exposer. 

Lagrange est le premier qui se soit occupé de cette 
question, en démontrant [voir onzième leçon) que U 
nombre des valeurs d'une Jonction de n lettres est tou- 
jours un diiuscur du produit i . 2 . 3 . . • n. 



u < 



DIX-NEL'VIÈME LEiJOJV. 249 

RuGui,.dans sa Théorie des équations, a considéré 
particulièrement les fonctions de cinq lettres, et il est 
parvenu à démontrer le théorème suivant: 

Si une Jonction de cinq variables a moins de cinq va- 
Iciu^s distinctes^ elle ne peut en. avoir plus de deux. 

Ce ttéorème de Rufini a été généralisé ensuite et étendu 
aux fonctions de n lettres par Pîetro Âbatti. Ce géomètre 
a en eflet démontré , dans le tome X des Mémoires de la 
Société italienne, que, 

Si une Jonction d'un nombre quelconque de variables , 
supérieur à quatre^ a moins de cinq valeurs distinctes, 
elle ne peut en avoir plus de deux. 

M. Cauchy, dans un Mémoire publié dans le tome X 
du Journal de l'École Polytechnique, est allé plus loin 
que les deux géomètres italiens. Il a prouvé qu'on pou- 
vait, dans le théorème d' Abatti, substituer à la limite 5 
le plus grand nombre premier contenu dans n. Ainsi, 
d'après M. Cauchy, 

Si une Jonction de n lettres a moins de p valeurs dis- 
tinctes (p étant le plus grand nombre premier contenu 
dans n ) , elle ne peut en avoir plus de deux. 

Et comme p = n^û.n est premier, on a , en particulier, 
ce théorème : 

Si une fonction de n lettres a moins de n valeurs dis- 
tinctes y n étant un nombre premier, elle ne peut en avoir 
plus de lieux. ■ 

M. Cauchy donne à entendre, dans son Mémoire, qu'il 
chercha à étendre le théorème pVécédent au cas où n n'est 
pas un jiombre premier, mais il ne put y parvenir qu(» 
dans le cas de u = 6. 11 a , en eflet, démontré que 

Si une fonction de six lettres a moins de six valeurs 
distinctes, elle ne peut en avoir plus de deux. 

Enfin M. Hertratid s'est occupé, dans, ces dernières 
années, de cette même question, et il e^t parvenu à dé- 
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montrer généralement le théorème que M. Cauchy avait 
établi, avant lui, dans un cas particulier. Ainsi, d'après 
M. Bertrand, . 

Si une Jonction de n lettres a moins de n valeurs diS" 
tinctes, elle ne peut en av^oir plus de deux* 

m 

La démonstration du théorème de M. Bertrand re- 
pose sur le postulatum suivant : Si n'^y^ il y a au 

moins un nombre premier p compris entre n — 2 et -- 

Ce postulatum serait sans doute très-difficile à démontrer, 
maïs les Tables de nombres premiers ont permis d'en 
constater Tcxactitudc pour toutes les valeurs de n com- 
prises entre 7 et 6000000, eu sorte cjue le théorème de 
M. Bertrand se trouve démontré par lui, au moins pour 
les fonctions qui ont moins de 6' 000 000 de variables. 

La démonstration de M* Bertrand conduit à cet autre 
théorème, démontré auparavant par Abel pour les fonc- 
tions de cinq lettres-: 

Si une Jonction de n lettres a n valeurs^ elle est symé- 
trique par rapport an — 1 lettres. 

Dans une Note publiée dans le XXXIP cahier du Jour- 
nal de V École Voly technique y j'ai fait voir que si, entre 

n — 2 et -1 il n'y a aucun nombre premier, le théorème 

• fi 

de M. Bertrand continue d'avoir lieu, pourvu que - soii 

un nombre premier. La flémonslration n'est en aucune 
façon modifiée, seulement on ne peut plus conclure ce 
corollaire que si ime fonction de n lettres a n valeurs, 
elle est symétrique par rapport à n — 1 lettres. 

Cette remarque osl importante , car il (»n résulte que 
le théorème de M. Bertrand comprend celui de M. Cauchy 
pour les fonctions de six lettres, et rend, par suite, inu- 
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lile la démonstration un peu compliquée de M. Cauchy, 
En eflèt, si « = 6, il n'y a aucun nombre premier entre 

n — 2 et -j mais - ou 3 est un nombre premier. 
2 2 *^ 

M. Bertrand a démontré aussi un second théorème, 

mail. .inoins important que le premier. Nous nous bor- 

•nerons ici à Ténoncer, et nous renverrons à son Mémoire 

pour la démonstration (*). Voici ce théorème : 

Si une fonciion de n lettres, n étant ]>• 9, a plus de 
n %*aleursy elle en a au moins 2 n. 

Tels sont les résultats principaux acquis à la science 
dans cette théorie. Le problème général , qu'il serait inté^ 
ressaut de résoudre, consisterait à déterminer quels sont, 
parmi les diviseurs du produit i . 2 . 3 . . . /i , ceux qui 
peuvent représenter le nombre des valeurs d'une fonction 
de n lettres. On voit combien les théorèmes que nous 
vend^ d'indiquer sont loin de répondre, d'une manicn* 
complète, à cette question. Toutefois ces théorèmes suf- 
fiscMit pour Tobjet qu'on doit avoir en vue dans la théorie 
des écjuations. Ainsi , en particulier, le théorème de Ru- 
fini, s'il n'établit pas rim[>ossibililé de résoudre Téqua- 
tiou générale du cinquième degré, prouve du moins Tim- 
possibilité de former une résolvante dont le def;ré soii 
inférieur n cinq. 

Des substitutions circulaires. 

Pour bien comprendre les dévelopixîments dans Icsquel.»- 
nous allons entrer, il est nécessain^ de se faire une idée 
précise de l'opération que nous avons désignée par le moi 
de substitution [noir onzième leçon). 



( ' ) Journal de l'Étolc Poly ivihnufuc^ XW" cahier. 
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r 'V/ , />, r- , . . . , X , / 1 

une l'oiiclion (J(! // leliros. Si, parmi ces n ItïUres, on en 
prciul /} au hasard . 

par exemple, el ({u'après les avoir rangées en cercle on 
melKî chacune d'elles à la place de celle qui la précède, 
ou dii (jiuî Ton a faîl subir à ces /) lettres une permuta 
tien circulaire, et la substitution 






l'&l dite une substitution circulaire de l'ordre p. Cela 
posé , on a le théorème suivant : 

Théorème. — Toute suhsliliUion, si elle n'est pas cii' 
culaire, C4j/ui\^aul à plusieurs substitutions cùi'culaires 
effectuées simultanément sur ries lettres différentes. 

Supposons, en (^(Vet, ([ue Ton fasse subir une substl- 
union quelconque» aux lettres 

par cette substitution , a se trouve remplacé par une cer- 
taine lettre, c par exemple , c lui-même sera i*cmplacé par 
inie troisième lettre e , et, en continuant de celte manière , 
on tombera nécessairement sur une lettre qui se trouvera 
remplacée par a. Or il est évident que les lettres que Ton a 
ainsi rencontrées ont subi une permutation circulaire, 
lin prenant une des lettres restantes, et opérant de |a 
même manière, on formera lui nouveau groupe de lettres 
qui auront subi éf![alement une permutation circulaire. 
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et ainsi de suite, jusqu'à ce que toutes les lettres soient 
épuisées. 

En opérant ainsi sur la substitution • 

a, b, 6-, (l, f, /, g, h, /, y, o" 
7'» "•> ^y fy ^y Jy ^y Sy ^y ^y '> 

on trouvera qu'elle équivaut aux trois substitutions cîr- 
laîres suivantes : 

/o, hy g\ fb, o, /, t\ fc, d, /, j 
V'» 5^5 ^/ \>y ^y ^y */ K^y fy Jy ^ 

Le même procédé doit aussi être employé quand on 
veut reconnaître si une substitution est circulaire ou non. 
Ainsi on trouvera que la substitution 



( 



a, ô, c, d^ c^ /, g-, A, /, y, o 
gy ^y fy Jy ^y o, r, f, b, c, h 



est circulaire, car on peut l'écrire de la manière suivante : 

(^y S-^ Cy fy o, h, /, b, d, y, ^\ . 
\^, Cy fy ^y f^ y '> ^y ^y /> ^ y f^j 

Si , après avoir effectué une permutation circulaire sur 
p lettres, on répète 1,2, S,.-,/? — i fois la même per- 
mutation, on obtiendra p arrangements différents; mais 
en faisant une fois de plus cette permutation , on repro- 
duira l'arrangement primitif. 

Nous désignerons par le mot transposition la permu- 
tation circulaire de deux lettres, c'est-à-dire l'opération 
qui consiste à échanger simplement ces deux lettres Tune 
avec l'autre , et nous indiquerons par la notation abrégée^ 
(a, h) la transposition des lettres a et b. 

Il est évident que toute substitution , circulaire on non , 
équivaut à une série de transpositions. Car supposons 
qu'il s'agisse d'opérer une substitution quelconque sur 
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les lettres 

on arilèiicra a à la nouvelle place qu Vile doit occuper par 
une transposition; cela fait, une autre transposition amè- 
nera & à la place qu'elle doit occuper, et ainsi de suite, 
jusqu'à ce que toutes les lettres aient pris les places qu^on 
veut leur donner. 

Tliéorème de M. Cauchy, 

La démonstration du théorème de M. Cauchy repose 
sur les quatre lemmes suivants : 

Lemme P^ — Si une fonction de n lettres n'est pas 
changée par une substitution circulaire effectuée sur p 
lettres, elle ne changera pas non plus en répétant cette 
substitution un nombrv quelconque de fois. 

Ce lemme est presque évident; car, soit la fonction 

F(û, b, r, d, r.',.. ), 

et supposons que cette fonction ne soit pas changée par 
la substitution circulaire du cinquième ordre 

/«, b, c, d, e\ 

U, r, d, r, a)'' 
on aura 

F(rt, ^, r, dy r', . . .) = F(ô, c, dy r, «,...): 

mais cette égalité «yant lieu quelles que soient les quan- 
tités représentées par a, è, c, J, e, on aura aussi 

F(^, r, r/, e, ûf ,...) = F(r, y/, ^, a, b,..,)^ 
F(c, d, 6', a, b,...)i=F{d, c, a,, h, c,...), 
¥{d, e, a, b, 6", ...) = F(^, a, b, c, d,..,), 
F{e, a, b, c, dy...) = F{a, b, r, d^ e,.,.); 

car chacune de ces égalités se déduit de celle qui a lieu 
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par kypolhèse, en représentant par d'autres lettres les* 
cpiantités qui étaient représentées par a, i, c, rf, e. 

Le même raisonnement montre que si une fonction 
n'est pas changée en faisant /• fois de suite une permu- 
tation circulaire de p lettres, elle ne changera pas non 
plus en répétant ar fois, 3 r fois, etc., cette même per- 
mutation circulaire. 

LemmeII. — Réciproquement y si p est un nombre pre- 
mier, et si une fonction de n lettres n est pas changée en 
opérant une substitution circulaire dep lettres y un certain 
nombre de fois inférieur à p, cette fonction ne chan- 
géra pas non plus, en faisant une seule fois la substitu- 
tion circulaire. 

Désignons par 



/ 



M < 



X 



(') * i. 1 



»■ • 






\ 






les diverses permutations que Ton peut obtenir en ap- 
pliquant p fois de suite h la fonction donnée une sub- 
stitution circulaire de YorAvep, Chacune de ces permuta- 
tions se dédilira de la précédente d'une manière uniforme. 
Si maintenant la permutation Ai donne à la fonction la 
même valeur que la permutation A,. , on pourra , d'après 
le lemme P*", répéter un nombre quelconque de fois la 
substitution par laquelle on passe de. la permutation Ai à 
la permutation A^. Or, pour avoir les permutations cor- 
respondantes , il suffit de joindre de r en r les sommets 
du polygone (i), et comme /> est un nombre premier, on 
sait qu'on ne reviendra au point de départ qu'après avoir 
rencontré tous les sommets^ d'où il suit que les permu- 
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latiollb 

donnent la même valcin- à la fonction. 

Lemme in. — Si une fonction nest changée par au- 
cune substitution circulaire opérée sur p lettres , elle ne 
sera pas changée non plus par une substitution circulaire 
opérée sw^ Urtis lettres quelconques. 

Soit 

fa, by r, r/, . . . , X, /\ 
\ô, c, r/, . . , / , i, al 

uno substitution rirculairo d'ordre />; la substitution 



; i;, C, */, . . . . , A , /, €1 \ 

^ r, rz, b, fi, , / , //. 



sera également circulaire. Eu eflct, en opérant, eommc 
il a été indiqué au commencement de cette leçon, on 
[>eut écrire cetKî substitution de la manièrc^uivante : 

f b, r, a, /,..., d\ 
\r, <7, /, /,..., bj 



i 



Donc, puisque, par hypothèse, la fonction qu'on considère 
n'est changée par aucune substitution circulaire de p 
lettres , ou pourra , sans c^hanger sa valeur, lui appliquer 
successivement les deux substitutions (i) et (2), ou, c(* 
qui revient au même, la substitution unique 

âf, b y c, r/, • . . , / , " / 
Cy a , b, «'/,...,/, / 

Mais cette dernière revient simplement à remplacer les 
trois lettres a, i, c, par c, a, 6; la fonction ne sera 
donc pas changée par la substitution 



\r, rt, bJ \r, by a) 
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«lui est circulaire, et qui doit être eflectuée sur trois 
lettres quelconques. 

Lemme IV. — Si une Jonction nest changée par aucune 
substitution circulaire de trois lettres , elle na au plus 
que deux v a leurs . 

Toute substitution circulaire de trois lettres équivaut 
à deux transpositions opérées successivement. Ainsi la 

substitution 

a, b, c 

revient à opérer d'abord la transposition (rt, i), puis en- 
suite la transposition (a, c), qui a une lettr^commune a 
avec la première. Ainsi, dire qu'une fonction n'est chan- 
gée par aucune substitution circulaire de trois lettres, 
c'est dire qu'elle n'est pas changée par deux transposi- 
tions ayant une lettre commune, opérées successivement. 
Soit donc V une fonction de n lettres a, i, c, rf, etc., 
qui n'est changée par aucune substitution circulaire de 
trois lettres. D'après ce qui précède , V ne changera pas 
en opérant successivement deux transpositions (a, i), 
(a, c), ayant une lettre commune. Supposons que V de- 
vienne Vi quand on lui applique la transposition (a, i), 
(Vi pouvant être égal à V), la transposition (a, c) devra 
changer Vt en V, et, par suite, V en Vi -, car, faire deux 
fois de suite une transposition, c'est ne faire aucun chan- 
gement. Il résulte de là que deux transpositions (a, £), 
{uj c), qui ont une lettre commune, produisent le même 
chaDgement sur la fonction : il en sera de même des deux 
transpositions (a, e), (c, r/) et, par suite, des deux trans- 
positions (a, &), (c, d) qui n'ont aucune lettre com- 
mune. 

Cela posé, toute substitution équivalant à plusieurs 
transpositions^ on voit que V n'a au plus que deux va- 
leurs; car si une première transposition change V en Vi, 

'7 
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une seconde changera Vj en V, une troisième V eu Vi, 
et ainsi de suite ^ en sorte que V n'aura que deux valeurs, 
et elle n'en aura même qu'une si V = Vj. 

Théorème de M. Cauchy. — Si une Jonction de n 
lettres a moins de p valeurs, p étant le plus grand 
nombre premier contenu dans n, elle ne peut en avoir 
plus de deux. 

Soient V une fonction de n lettres, p un nombre pre- 
mier contenu dans n , et supposons que la fonction V ait 
moins de p valeurs. 

Parmi les n lettres de la fonction V, prenons-en p au 
hasard, formons avec ces p lettres un premier arrange- 
ment Al, puTs faisons subir aux p lettres de cet arrange- 
ment une substitution circulaire, et répétons-la p — i 
fois; on aura en tout p arrangements que nous désigne- 
rons par 

A|, Aj, A,<, • • • ) A^. 

Appliquons à la fonction V les p substitutions 

A.) UJ UJ" \aJ' 

il en résultera p valeurs de V, que nous représenterons 
par 

V|, Va, ¥3, • . • , Vy,, 

ou, les rangeant en cercle, par 



I I 

\ ! 

\ « 

\ » 



Or, par hypothèse , la fonction V a moins de p valeurs 
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tlisûiictes ^ il y a doue au moius deux valeurs de V égales 
entre elles parmi celles que nous venons d'écrire. Sup- 
|X)sons que Ton ait 

alors la fonction V,.^ ne change pas quand on fait subir 
aux p lettres que nous avons considérées r fois de suite 
une substitution circulaire, elle ne changera donc pas, 
/> étant un nombre premier, si l'on ne fait qu'une seule 
fois cette substitution, et, par suite, si on la fait un 
nombre quelconque de fois. Mais chaque valeur de V se 
déduit de la précédente par une substitution circulaire 
des p lettres considérées*, donc les p valeurs de V sont 
égales entre elles. 

Il résulte de là que la fonction V n'est changée par 
aucune substitution circulaire de p lettres, donc elle ne 
le sera pas non plus par une substitution circulaire de trois 
lettres (lemme III), et, par conséquent , elle n'a que deux 
valeurs au plus ( lemmc IV ) . 

CoROLLAïaE I. — Si w est premier, on peut prendre 
p=zfi^ et ron a ce théorème : Si une fonction de n lettres, 
n étant premier^ a moins de n valeurs, elle ne peut en 
a%^où' plus de deux. 

En particulier : Si une fonction de cinq lettres a plus 
de deux valeurs y elle en a au moins cinq. 

Corollaire II. — Toute fonction de n lettres qid a 
deux valeurs n'est changée par aucune substitution cir^ 
culaire de trois lettres, et, par conséquent, est changée 
par une transposition quelconque. 

En effet, d'après le théorème précédent, une fonction 
qui a moins de trois valeurs n'est changée par aucune sub- 
stitution circulaire de trois lettres, et, d'après le lemme IV, 
toutes les transpositions produisent le même changement 
sur la fonction^ sa valeur doit donc changer par une 
transposition quelconque si elle n'est pas symétrique. Et, 

17 . 



^I»- 
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eu général , une substitution quelconque change ou ne 
change pas la valeur de la fonction, suivant que cette 
substitution équivaut à un nombre pair ou impair de 
transpositions. 

Foime générale des fonctions qui ont deux Valeurs, 

On peut toujours, quel que soit /i, former des fonc- 
tions de n lettres qui n'aient que deux valeurs. 
Considérons , en fcffet , les n lettres 

et désignons par ^' le produit de toutes les différences ob- 
tenues , en retranchant de chacune de ces lettres succes- 
sivement chacune des suivantes , on aura 

V ■=z {a — b) {a — c) . . . (rt — l) [b — c). . . (X- — /). 

Le carré de \^ est évidemment une fonction symétrique, 
et , par conséquent , p» ne peut avoir que deux valeurs 
égales et de signes contraires. Ces deux valeurs existent 
effectivement^ car on voit que %^ se change en — if quand 
on change a et b l'une dans Fautre. 

On peut trouver très-facilement la forme générale des 
fonctions qui n'ont que deux valeurs. Désignons par V une 
fonction quelconque qui n'a que deux valeurs distinctes, 
il est aisé de voir que le produit Vi> n'aura aussi que deux 
valeurs. Soient, en effet, V et Vj les deux valeurs de V, 
r et — ^' étant celles de ^^5 d'après ce qui a été établi pré- 
cédemment, une substitution ne changera ni V ni 1^, si 
elle équivaut à un nombre pair de transpositions^ au con- 
traire, elle changera V en Vj et ^' en — i^, si elle équivaut 
à un nombre impair de transpositions \ d'où il suit évi- 
demment que la fonction V^» n'a que les deux valeurs Vf 
et — Vj i^. Si donc on fait 
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A et B seront des fonctions symétriques (voir deuxième 
leçon). De ces équations, on déduit 

,, A B A B 

?. 2P 2 2 if* 

mais — et — ^ sont des fonctions symétriques ; on peut 
donc écrire plus simplement 

V = A + Bp. 

Telle est la forme générale des fonctions qui n'ont que 
deux valeurs; A et B désignent des fonctions symétriques, 
et u la fonction 

(a--b) (a — c) .. (/•-- /), 
dont les deux valeurs sont égales el de signes contraires. 
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Sur la forme générale des fonctions de cinq lettres , qui ont cinq Ytleurs 
distinctes. — Forme des fonctions rationnelles de cinq variables qui ont 
cinq valeurs.— lliéorème de M. Bertrand sur le nombre des valeurs que 
peut avoir une fonction de n lettres. — Forme générale des fonction» 
de n lettres qui ont n valeurs distinctes lorsque n est supérieur à 7. — 
Sur les fonctions de sept lettres. 



Sur la fonnc générale des fonctions de cinq lettres qui 

ont cinq valeurs distinctes, 

Abel a démontré, le premier (OEuvres complètes , t. L 
page 19) , le théorème suivant relatif aux fonctions de cinq 
lettres. 

Théorème. — Une Jonction de cinq lettres dont le 
nombre des ^valeurs distinctes est cinq ^ est symétrique 
par rapport à quatre lettres. 

Soit V une fonction de cinq lettres 

^/, 6, r, rf, £', 

ayant cinq valeurs. Si Ton y permute quatre des cinq 
lettres qu'elle contient, é, c, rf, e, par exemple, on 
obtiendra un nombre de valeurs distinctes qui sera un 
diviseur du produit 1.2.3.4^ mais, d'après Thypothcse, 
ce nombre de valeurs ne peut surpasser cinq , ce sera donc 
l'un des quatre nombres 1 , ^. , 3, 4- Nous allons examiner 
successivement chacun de ces quatre cas. 

1". La fonction \' n'a quunc seule valeur quand on 
y permute les quatre lettres h^ c, rf, r. 
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Elle est alors symétrique par rapport à ces quatre 
lettres. 

a®. La fonction V a quatre valeurs distinctes quand 
on y permute les lettres by c, d, e. 

Soient V, , V2 , Vs , V4 , ces quatre valeurs de V, et V5 
la cinquième des valeurs que peut prendre V par les per- 
mutations des cinq lettres a, &, c, t/, e. 

Ainsi que nous Tavons montré précédemment (deuxième 
leçon), la fonction 

V.4-V,-hV:,+V,4-V5 

est symétrique par rapport aux cinq lettres a , &, c ^d^ c. 

Pareillement 

V.-f-V,4-V3+V, 

est symétrique par rapport aux quatre lettres 6, f, r/, e. 
D'aiUeurs, on a 

Vs = ( V. -HV, 4-V3 4-V, -f-VJ — (V, -hV, -hV^-f-VO- 

Donc V5 est symétrique par rapport aux lettres è, c , rf, e, 
et, par conséquent, Vfest symétrique par rapport à quatre 
lettres. 

3*^. La fonction V a deux valeurs quand on y per- 
mute les lettres b, c, d, e. 

Si Ton pose 

vz=:(b — c) {b —d)[b-^ e) (c - il) (c — e) (ri — r), 

V aura, comme ou Ta vu dans la dernière Icroii , la formr 

suivante 

V = A -h B«s 

A et B étant des fonctions de «, A, t* , d^ c^ symétriques 
par rapport a h^ c ^ d^ c. 

Faisons dans V les cinq tianspositions 

Ift, ff), .//, A), (a y r\ (a, f/), (a , r) , 
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* 

ei désignons par 

A| , Aj, Aj , A} j Ai 

les cinq valeurs de Â, qui seront égales entre elles si A 
est symétrique par rapport aux cinq lettres, par 

B, , B2, B3, B4 , Bs 

les valeurs correspondantes de B, lesquelles pourront aussi 
être égales entre elles , et en un par 

»'i» «'2» «'a, «'4, «'5 

les valeurs correspondantes de w 5 on aura les dix valeurs 

suivantes de V , 

A, ifc B, <',, 

A2 ± BiV,, 

A3 ± Bj P3 , 

A4 ± B4 Vi , 

As ± Es l's. 

Je dis que ces dix valeurs seront distinctes si A n*est pas 
symétrique par rapport aux lettres tf, 6, c, d^ e, An 
quel cas Al, As, A3, A^, A5 sont difféi entes. En effet, 
si l'on avait , par exemple , ; 

Al ziz B, c, = Aa dr BaPa» 

il en résulterait 

A, — A2 = ± B2 ('a =p B, f , ; 

ce qui est impossible , car le premier membre est symé- 
trique par rapport aux trois lettres c, rf, e, Bi et Bj le 
sont aussi , et nous avons vu que p'j et i^, changent de si- 
gne par une transposition quelconque (c, d). 

L*égalité précédente peut avoir Heu si A est symétrique 
par rapport aux cinq lettres a, i, c, d^ e, auquel cas 
Al = A2 ; mais alors il en résulte 
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Par conséquent , la fonction ( B m)' ne change pas par la 
transposition (a , b)-^ et comme cette fonction est déjà 
symétrique par rapport à i, c, r/, e, elle l'est aussi par 
rapport aux cinq lettres : donc sa racine carrée B^» n'a 
que deux valeurs égales et de signes contraires, V n'a donc 
aussi que deux valeurs. 

Il résulte de là qu'une fonction de cinq lettres qui a 
deux valeurs par les permutations de quatre lettres , en a 
dix ou deux seulement par les permutations des cinq let- 
tres. Il est donc impossible qu'une fonction de cinq lettres 
qui a cinq valeurs en ait deux seulement par les permu- 
tations de quatre lettres. 

4*^. La fonction V a trois valeurs quand on y per- 
mute les lettres i, c, J, e. 

Soient Vi, Vg, V3 ces trois valeurs de V, V4 et V5 les 
deux autres valeurs que peut prendre V, par les permu- 
tations des cinq lettres a, i, c, rf, e. On a 

V, +Vs = (V, -H V, -t-V3 -h V, 4-V,) - (V. -t- V, -^V3), 

et l'on en conclut aisément que V4 -I-V5 est une fonction 
symétrique des quatre lettres J, c, rf, e. Posons 

(0 V,4-Vs=2A; 

Vi Vt V3 V4 Vg et Vj Va V3 étant aussi des fonctions sy- 
métriques de é, c, rf, e (deuxième leçon), il en sera de 
même de leur quotient V4 V5 \ par conséquent (V4 — Vg)* 
sera aussi une fonction symétrique de A, c, rf, e, et la 
fonction 

(2) V.~Vs=2B 

n'aura que deux valeurs par les permutations de ces 
quatre lettres. Des égalités (1) et (2), on tire 

V4:rTA4B, Vs = A-^B; 
donc Vv <*l Vfc n'ont que deux valeurs par les permuta- 



1 
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lions des quatre lettres &, e, ^9^9 et, par conséquent, V 
aura aussi deux valeurs seulement par les permutations 
de quatre lettres parmi les cinq, a^ b^ c^ d^ e\ et, d'a- 
près ce qu'on a vu précédemment, elle en aura dix ou 
deux seulement par les permutations des cinq lettres. U 
est donc impossible qu'une fonction de cinq lettres qui a 
cinq valeurs en ait txois par les permutations de quatre 
de ces cinq lettres. 

Ainsi une fonction de cinq lettres qui a cinq valeurs 
est nécessairement symétrique par rapport à quatre d'en- 
tre elles. U est d'ailleurs évident qu'une fonction de cinq 
lettres symétrique par rapport à quatre d'entre elles, a 
eflectivement cinq valeurs, et , plus généralement, qu'une 
fonction de n lettres symétrique par rapport à w — i 
d'entre elles a précisément n valeurs. 

Forme des Jonctions rationnelles de cinq variables qui 

ont cinq valeurs. 

Soient /i, b^ c^ d^ e cinq variables quelconques; for- 
mons l'équation du cinquième degré 

X =r x^ -j- px^ -f- qx^ 4- rx' -h 5JF -H f = O, 

qui a ^1, i, c, r/, e pour racines, et dont les coeflicieuls 
;?, (7, r, 5, t sont des fonctions symétriques. Soit aussi 

/(«, hy c, r/, e) 

une fonction rationnelle de a , A, c, d^ c ayant cinq va- 
leurs, et qui est, par conséquejit, symétrique parrappoH 
à quatre de ces cinq lettres, ([ue nous supposerons ctic 
ft, 0, d, c-^ F et /' désignent ici des fondions entiènîs et 
svmélriqu(\s flrs lac ines de rrqnalion 

X 

-.0. 

.1 -- a 
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qu'on pourra exprimer rationnellement par les coeffi- 
riculs de celte équation , c'est-à-dire en fonction de a et 
des fonctions symétriques /^, ^, etc. V est donc une fonc- 
tion rationnelle de « , et peut se mettre sous la forme 
d'un polynôme du quatrième degré en a [voir deuxième 
leçon) . 

La forme la plus générale des fonctions rationnelles de 
cinq variables, qui ont cinq valeurs, estdonc 

V = A4- Bx + Gr»-h Dx^ -h E^, 

X désignant l'une de ces variables, et A , B, etc., des fonc- 
tions symétriques. 

Corollaire. — Il résulte de là que si Ton cherchait à 
faire dépendre la résolution de l'équation générale du 
cinquième degré de celle d'une résolvante, qui fût aussi 
du cinquième, on retomberait forcément sur la transfor- 
mation de Tschirnaûs que nous avons indiquée dans une 
précédente leçon . 

Théorème de M. Bertrand sur le nombre de valeurs que 
peut ai^oir une fonction de n lettres, 

Postulafum. — Si n est un nombre entier ^ 7, il y a 

au moins un nombre premier p compris entre n — 2 et -• 

Cette proposition peut se vérilior à l'aide dos Tables de 
nombres premiers pour toutes les valeurs de n inférieures 
à 6000000. 

lia démonstration du théorème de M. Bertrand, ainsi 
que celle du leninie qui va suivrr, repose sur ce postida- 
lum. 

FiElVIMK. — Soit 

une Jonction de n lettres ayant moins de n valeurs, St p 



n 

• ? 

2 
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désigne un nombre premier^ compris entre n — 2 e^ 
ou égal à -•> et qurn^ec les n lettres, 

Jtê 

m 

a , by c y ri, , . . , A, l 

on forme deux groupes, l'un de p , l'autre de deux 
lettres, il y aura au moins un de ces deux groupes jouis- 
sant de la propriété que la fonction V ne sera pas chan- 
gée par une permutation circulaire des lettres qui le 
composent. 

Soient a cl i deux lettres quelconques parmi les w lettres 
données a^ b^ c, etc., on formera, en les transposant, les 
deux arrangements (a, b), {b^ci). Considérons aussi Vun 
des arrangements de p lettres prises parmi les /* — 2 qui 
restent, faisons subir aux lettres de cet arrangement une 
permutation circulaire, et répétons-la p — i fois; on for- 
mera , de cette façon , p arrangements ; et , en combinant 
chacun de ces p arrangements avec les deux des lettres a 
et é, on aura en tout ip arrangements des p -^ 2 lettres, 
auxquels correspondront :ip valeurs de la fonction V. 
Mais, par hypothèse, V a moins de n valeurs distinctes « 
et 2p est au moins égal à n ; donc, parmi les 2/7 valeurs 
de V 5 il y en a au moins deux qui sont égales entre elles. 
Cela posé, il convient de distinguer trois cas : 

1^. Les deux valeurs égales de V correspondent à un 
même arrangement des p lettres et ne di (lièrent que par 
l'ordre des deux lettres a ci b. Alors on passe de Tune à 
l'autre des valeurs de \, par la transposition (a, b). Cettr 
transposition ne change donc pas la valeur de V. 

2°. Les deux valeurs égales de V correspondent a un 
même arrangement des deux lettres a et i, et à des arran- 
gements dillércnts des p autres lettres. Alors la fonc- 
tion \ n'est ]las changée en répétant plusieurs fois une 
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fj<^rmulatîoii circulaire de ces p lettres ^ donc elle ne 
crhaugera pas non plus en ne gisant qu'une seule fois 
cette permutation. 

3*^. EnGn, les deux valeurs de V correspondent à des 
arrangements- qui dîflèrent tant par l'ordre des deux 
lettres a et b que par celui des p autres lettres. Alors la 
fonction V n'est pas changée en répétant un certain 
nombre r de fois une permutation circulaire des p lettres, 
pourvu qu'on change en même temps a et b l'une dans 
l'autre. On pourra donc faire une seconde fois cette opé- 
ration sans changer la valeur de V, mais alors a ei b au- 
ront repris l<?urs places, et l'on aura seulement fait subir 
aux p lettres de l'autre groupe 2 r fois une même permuta- 
tion circulaire. D'où il suit , comme dans le second cas , 
qu'une permutation circulaire des p lettres ne changera 
pas la fonction. Et comme, après avoir fait plusieurs fois 
la permutation circulaire de ces p lettres, on peut, sans 
changerV, faire la transposition (a, b) , cette transposition 
ne changera pas non plus la valeur de la fonction. 

La proposition est donc démontrée. 

Remarque. — La démonstration qui précède se fait, 
comme on voit, avec le même succès, que p soit compris 

entre n — 2 et -» ou qu'il soit précisément égal à — Mais 

si p est >- -j on peut étendre un peu l'énoncé de la pro- 

position , et dire : 

Si une fonction de n lettres na pas plus de n valeurs, 
et si p désigne un nombre premier compris entre n — 2 

et -t en formant deux groupes, Vun de deux. Vautre de 

p lettres s il y aura au moins Vun de ces groupes qui jouira 
de la propriété que la fonction ne sera pas changée par 
une permutation circulaire des lettres qui le composent. 
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Ce nouvel énoncé ne sérail pas exact si, entre n — 2 
et -9 il n'y avait e(recti#nicnl aucun nombre premier. 

Tel est le cas de n = 6. 

Théorème de M. Bertrand. — Si une Jonction de n 
lettres, non symétrique, a moins de n ^valeurs, elle ne 
peut en ai^oir plus de deux. 

Supposons que la fonction 

V = F(^, b, c, cl,.. ., X, /) 

des 71 lettres a., ft, c, etc., ait moins de n valeurs. Celte 
fonction n'étant pas symétrique, il y aura au moins deux 
lettres a cl b dont la transposition changera sa valeur. 
Délignons par p un nombre premier compris entre /i — 2 

et -9 ou égal à -t puis parmi les n — 1 lettres 

'* 7 " 9 • • • > ^ > * ) 

prenons-en p au hasard. D'après le lemme précédent, la 
fonction V ne sera pas changée par une permutation cir- 
culaire de ces p lettres, puisqu'elle est changée par celle 
des deux lettres a et />>, et que, parmi les deux groupes, 
Tun de deux, l'autre de p lettres, il y en a un dont la per- 
mutation circulaire ne la change pas. 

11 suit de là que V, considérée comme fonction des /i — 2 
lettres 

n'est changée par aucune substitution circulaire de p 
lettres \ par suite, elle ne l'est pas non plus par une per- 
mutation circulaire de trois lettres, elle n'a donc au plus 
que deux valeurs (voir la leçon précédente). 

Nous examinerons d'abord le cas où la fonction V est 
symétrique par rapport aux ;/ — 2 lettres c , ^, . . . , A, /, 
puis celui 011 elle a deux valeurs par les permutations de 
ces lettres. 
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1*^. V est sjniélrique par rapport aux n — 2 lettres 

Si V n'a pas précisémenl // valeurs, cette fonction chan- 
gera par la transposition de l'une des lettres a cl b avec 
Tune quelconque des n — 2 autres; car autrement V serait 
symétrique par rapport à ii — i lettres, et aurait précisé- 
ment ti valeurs. On ne peut donc avoir 

Il n'est pas possible non plus que V conserve la même 
valeur lorsque les deux lettres a et b sont changées en 
deux autres c et fl^ car on aurait alors 

et le second membre serait symétrique par rapport à a et & , 
tandis que le premier ne Test pas par hypothèse. Enfin 
l'égalité , 

F(a, b, c, r/, . . ., /, /) ='P(by c, a, (iy , , .^ X-, /) 

est de même impossible ; car le second membre est symé^ 
trique par rapport k a ci d^ tandis que le premier ne Test 
pas. 

D'où il suit que, si V n'a pas précisément n valeurs, 
cette fonction eu aura autant qu'il y a d'arrangements de 
n lettres deux à deux , c'est-à-dire n(n — i). 

Comme, par hypothèse, la fonction V a moins de n va- 
leurs, il est impossible qu'elle soit symétrique par rapport 
aux n — 2 lettres c^d^, ,.^h^ 1, 

2**. V a deux valeurs par les permutations des n — 2 
lettres c^ d^, . .^h^ L 

Je dis que, dans ce cas, la fonction Y ne sera changée 
par aucune permutation circulaire àv p lettres prises 
parmi les n 

n, b, Cyiiy. . ., /, /, 



27'^ VINGTIÈME LEÇON. 

el, par suite, qu'elle n'aura que deux valeurs dîsliueles 
par les permuia lions de ces Ji lettres. 

Remarquons d'alK)rd que \ n'ayant que deux valeurs, 
par les permutations des n — 2 lettn»s c^d^. , ,^h^l change 
par une transposition quelconque de deux de ces lettres, 
et n'est pas changée par une permutation circulaire opérée 
sur/? de ces // — 2 lettres. Supposons, en second lieu , qu'on 
prenne/? lettres parmi les n lettres «, i, etc., et que parmi 
ces p lettres se trouvent a et b ou au moins Tune d'elles, 
il y aura au plus dans ce groupe p — i lettres prises parmi 
e, rf,.... A, /; et comme /? est <[n — 2, il restera au moins 
deux de ces dernières lettres qui ne feront pas partie du 
groupe de p lettres. Or la transposition de ces deux-Iâ 
change la valeur de la fonction ; donc , d'après le lemme 
précédent , la permutation circulaire des p lettres ne la 
changera pas. 

La fonction V n'étant changée par aucune permutation 
circulaire de p lettres , ne le sera pas non plus par une 
permutation circulaire de. trois lettres, et, par consé- 
quent, elle n'aura que deux valeurs, ainsi que nous 
l'avons vu dans la dernière leçon . 



n 



On voit donc que si entre Ji — 2 et - il y a un nombre 

premier, ou si - est un nombre premier, une fonction 

de n lettres qui a moins de // valeurs ne peut en avoir 
que deux au plus. 

En particulier, comme - est un nombre premier, on 

a ce théorème démontré depuis longtemps par M. Cauchy : 
Une fonction de six lettres, gui a moins de six va- 
leurs, ne peut en ai^oir plus de deux. 
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Sur la forme des fonctions rie n lettres qui ont 

n valeurs. 
Soit 

V = F(a, by c, rf,..., k^ l) 

une fonction de n lettres a^ b^ c ^, . ,j h^ l ^ qui a préci- 
sément n valeurs, et supposons que la transposition (a, b) 
change la valeur de cette fonction ; on fera voir, comme 
précédemment , que la fonction V ne peut avoir que deux 
valeurs au plus par les permutations des n — 2 lettres c , 
H^, . .^h^l^ pourvu qu'il existe un nombre premier com- 
pris entre n — 2 et -; alors la fonction V doit être symé- 

trique par rapport aux n — 2 lettres c^d^,..^h^l^ car, s'il 
eti était autrement, on a vu qu'elle n'aurait que deux 
valeurs. Je dis même qu'elle doit être symétrique par rap- 
port à /ï — I lettres, car autrement elle aurait n[n — i) 
valeurs , comme nous l'avons fait voir tout à l'heure; d'où 
il résulte que , s'il existe un nombre premier compris entre* 

n — 2 et -1 on a ce théorème, déjà démontré pour « = 5. 

Théorème. — Une fonction de n lettres qui a n va- 
leurs est symétrique par rapport an — i lettres. 

Remarque. — La démonstration ne s'applique pas aux 
fonctions de six lettres, et il est très-remarquable que le 
théorème n*ait pas lieu dans ce cas. Il y a, en effet, des 
fonctions de six lettres qui ont six valeurs , sans être sy- 
métriques par rapport à cinq lettres. 

Sur les fonctions de sept lettres, 

-La démonstration que M. Bertrand a donnée de sou 
théorème ne s'applique pas aux fonctions de sept lettres , 

parce qu'en Ire 7 — 0. et il n'y a aurnn nombre premier; 

mm 

18 
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mais, comme 7 est un nombre premier, le cas des fonc- 
tions de sept lettres rst compris dans le théorème de 
\I. Cauchy. 

Quant aux fonctions de sept lettres qui ont prëcis^ent 
sept valeurs, il est très-facile de démontrer qu'elles sont 
symétriques par rapport a six lettres. 

Soit, en effet, 

une fonction de sept lettres ayant sept valeurs -, le nombre 
des valeurs que prend V, par les permutations de six 
lettres , />, c , r/, r, /, g par exemple , doit être un diviseur 
(le 1.2. 3. 4-^*6; et comme ce nombre est au plus égal 
à 7, ce sera nécessairement Tun des nombres i, 2,3,4)^ 
ou 6. D^ailleurs une fonction de six letti^s qui a moins 
de six valeurs n'en a au plus que deux 5 donc notre fonc- 
tion V ne peut avoir que une, deux ou six valeurs par les 
permutations des six lettres ft, c, rf, e, /, g. Examinons 
ces trois cas : 

1°. Si V n'a qu'une valeur par les permutations des 
lettres è, c, /7, e,y, g, elle est symétrique par rapporta 
ces lettres. 

2**. Si V a six valeurs Vj, Vj, Vj, V4, Vg, Ve par les 
permutations des six lettres, et que V, soit la septième 
valeur de V, on prouvera, comme nous Tavons fait pour 
les fonctions de cinq lettres , que V7 est symétrique par 
rapport aux six lelti*es i, c, cl, e, /, g. Par suite, V est 
symétrique par rapport à six lettres. 

[y\ Si V a deux valeurs par les permutations des six 
lettres i, r, f/^ e^J\ g^ en posant 

\ aura la forme 

V = A4-Br, 
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À et B désignant des fonctions de a^ b^ c, d^ e^f^ g symé- 
triques par rapport aux six dernières , et Ton fera voir., 
par un raisonnement identique à celui que nous avons 
employé pour les fonctions de cinq lettres , que V aurait 
alors quatorze valeurs ou deux seulement. 

D'où il suit, comme nous l'avions annoncé, qu'une 
fonction de sept lettres , qui a sept valeurs , est symétrique 
par rapport à six lettres. 



8. 
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VINGT ET UNIÈME LEÇON. 

Des fonctions algébriques. — Des fonctions entières. — Des taatûoan 
rationnelles. —Classification des fonctions algébriques non rationndlei. 
— Forme générale des fonctions algébriques. 



Des fouctions algébriques. 

I^es considérations développées dans la dix-huitième 
leçon et les suivantes donnent lieu de penser, sans toute- 
fois le démontrer d'une manière rigoureuse, qu'il est 
impossible de résoudre algébriquement les équations gé- 
nérales de degré supérieur au quatrième. Abel est par- 
venu à démontrer cette impossibilité, par une méthode 
(jui a été simplifiée ensuite par Wanlzel dans quelques-» 
unes de ses parties. 

Résoudre une équation algébriquement, c'est former 
une fonction algébrique des coefficients qui , substituée à 
l'inconnue, satisfasse identiquement à l'équation; la pre 
mière chose à faire , pour reconnaître si une équation est 
soluble ou non algébriquement, est donc d^ëtudier la 
forme générale des fonctions algébriques. C'est celte étude 
que nous allons faire ici , et nous démontrerons , dans la 
prochaine leçon, l'impossibilité de résoudre algébrique- 
ment les équations générales de degré supérieur au qua- 
trième. 

Soient 

k quantités quelconques indépendantes, et s» une fonction 
de ces quantités ; v sera une fonction algèhriqney si lou 
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peut rexprimer en x^, x^^ Xs, etc., à Taide des opéra- 
tions suivantes, eifectuées un nombre fini de fois : i^ l'ad- 
dition ou la soustraction ; 2^ la multiplication ; 3^ la divi- 
sion ; 4^ Textraction des racines d'indices premiers. Nous 
ne comptons pas Télévation aux puissances entières et 
l'extraction des racines de degrés composés , car ces opé- 
rations sont évidemment comprises dans les quatre que 
nous avons mentionnées 

Des fo notions entières . 

Lorsque la fonction v^ peut se former par les deux pre- 
mières des quatre opérations mentionnées ci-dessus , elle 
est dite rationnelle et entière ou simplement entière. 

Désignons par 

une fonction qui peut être exprimée par une somme d'un 
nombre limité de termes de la forme 






Ax X 

I 3 



A étant une constante,et nii , m,, etc., des exposants en- 
tiers et positifs. L'opération désignée par f fournit une 
fonction entière^ conformément à la définition précé- 
dente; et Ton peut généralement considérer toutes les 
fonctions entières comme obtenues en répétant cette 
opération un nombre limité de fois. Soient u^ ^ i^f , etc., 
plusieurs fonctions de jTi, Xf^ etc., de la même forme 
que y, la fonction 

sera évidemment de la même forme. D'ailleurs y (r, , r, , . . . ) 
est Texpressiou des fonctions obtenues en répétant deux 
fois l'opération J(xi , Xt ,.*•) i ^'^'^ ^' ^^'^^ qu'on trouvera 
toujours un résultat de même forme, m répétant cettr 
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même opération autant de fois que Ton voudra , et qu 
toute fonction entière de Xi, Xs , etc., peut être exprinie 
par une somme de termes de la forme 



Ami «, 
••l .«* 2 • • • 



Des Jonctions rationnelles. 

Une fonction u des quantités Xi, Xi , Xs, etc., est dite 
rationnelle lorsqu'elle peut être exprimée par les trois 
premières des quatre opérations algébriques ci-dessus 
désignées. 

Soient 

deux fonctions entières , le quotient de ces fonctions 

r (X| , <3?39 • • • j 

sera évidemment un cas particulier des fonctions ratiou- 
nelles non entières, et Ton peut considérer toute fonction 
rationnelle comme obtenue en répétant plusieurs fois 
Topera ti on précédente; mais en désignant par 1^1 , i^s, etc., 

plusieurs fonctions de la forme 57-^-^ — "" ; > il est é?i- 

dent que la fonction 

F(f',, Pj,. . .) 

peut être réduite à la même forme; d'où il suit que toute 
fonction rationnelle se réduira à la forme 

r yXt j Xjy * • ' ) 

f et ¥ désignant des fonctions entières. 
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Classification des J'onciions algébriques non 

rationnelles. 
Soit 

J \p^\ j «^ai • • • j 

Une fonction ratioiiuclle quelconque*, il est évident que 
ioule fonction algébrique s^obtiendra en combinant Topé- 

ration désignée par f avec l'opération désignée par y , 

m étant un nombre premier. Si donc pi^ Pt désignent 
des fonctions rationnelles de Xi^ Xj , etc., /ii , n^ ^ etc., 
des nombres premiers , et qu'on fasse 

p' sera la forme des fonctions algébriques dans les(]uell('s 

l'opération désignée par y ne porte que sur d<\s fonctions 

rationnelles. IN'ous appellerons, a\ec \hel^ Jonctions al- 
gébnques du premier ordre les fonctions de la forme; /?'. 

Soient/?', , p\^ etc., des fonctions algébriques du pre- 
mier ordre, /*', , /ïj , etc., des nombres premi<Ts^ et posons 

p" =/(-^i 1 -^ï, . . . , \Jpx , y/^i, . . . , y>,, \Jp\ , . . . j , 

// sera la forme générale des fonctions algébriques dans 

lesquelles Topération désignée par y ne porte que sur 

des fonctions rationnelles ou sur des fonctions algébriques 
du premier ordre. Aous appelleronsyb/ic7io/i.v algébriques 
du deuxième ordre les fonctions de la forme/?". 

J>e même si p\ , /?* , etc., désignent des fonctions algé- 
briques du deuxième ordre, /i", , /^^, etc. , des nombres 
premiers, ri qu'on fasse 

//*" =-/(.», , i , . . . , y /', , . . , y /'i , . . , y//| ,-..). 
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p^" sera la forme des fonctions algébriques, où Topéni- 

tion désignée par y ne porte que sur des fonctions n- 

tionnelles et sur des fonctions des deux premier» (v- 
dres. Les fonctions de la forme //' seront les fonctioE^ 
algébriques du troisième ordre. 

En continuant ainsi, on formera des fonctions algé- 
briques du quatrième, cinquième, etc., |x'^"^ ordre, et il 
est évident que Texpression générale des fonctions dafx'^ 
ordre sera l'expression générale des fonctions algébriques. 

Il suit de là qu'en désignant par v une fonction algé- 
brique du /ui'''"' ordre , v aura la forme 

ï'=/(r,, r,,. . . , y/?,, y//2,...J, 

oùy désigne toujours une fonction rationnelle, ^n PD^tc., 
des fonctions de Tordre \k — 1, /ij, /?,, etc., des nombres 
premiers, etr,, /'uetc, des fonctions de l'ordre fx — i ou 
d'ordres moins élevés. 

On peut évidemment supposer qu'aucun des radicaux 

y/>i, y/>î9 etc. , n<; soit exprimable rationnellement en 
fonctions des autres radicaux et des quantités Ti, r^, etc. 

Si, en ellet, \Jp\ était dans ce cas, en portant sa valeur 
dans Texpression de i^, on aurait une valeur de 1^ 



I' 



— fy^i ^M'-'j y/^a>-»-) 



de la même forme que la précédente , mais plus simple. 

puisqu'elle contiendrait le radical \]p\ de moins. Si de 

même l'un des radicaux qui restent pouvait s'exprimer 
en fonction rationnelle des autres radicaux et des quan- 
tités Ti, /*,, etc., on pourrait chasser ce radical de Tex- 
pression de r, qui conserverait d'ailleurs la même forme \ 



VINGT ET UMÈME LEÇON. 28 1 

et si l'on pouvait ainsi continuer jusqu^à ce quW eût 

âioiiné tous les radicaux Kipi , yp, , etc., la fonction if 

serait réduite à Tordre fx — i . 

Si donc la fonction %f est effectivement du fx**'^ ordre , 

on peut supposer que les radicaux i//», , \fpt) etc., aient 

été réduits au plus petit nombre possible , et qu'il soit 
impossible d'exprimer l'un de ces radicaux en fonction 
rationnelle des autres et de fonctions algébriques d'ordre 
inférieur. Et si m désigne alors le nombre de ces radicaux 
qui affectent des fonctions algébriques d'ordre fx — i , nous 
dirons que la fonction v^ d'ordre [f. est du degré m. 

D'après celte définition , une fonction d'ordre fx et de 
degré o n'est autre qu'une fonction d'ordre fx — i , et une 
fonction d'ordre o est une fonction rationnelle. 

Il résulte de là que si v^ désigne une fonction algébrique 
d'ordre a et de degré m , on aura généralement 

f désignant une fonction rationnelle, p une fonction al- 
gébrique d'ordre [i — i, n un nombre premier, et /*, , 
r,, etc., des fonctions d'ordre jtx, mais de degré m — i . En 
outre , d'après ce qui précède , on peut toujours supposer 

qu'il soit impossible d'exprimer yp en fonction ration- 
nelle der,, r,, etc. 

Forme générale des fonctions algébriques. 

Dans l'expression précédente de i',/ désigne une fonc- 
tion rationnelle des quantités /j , r, , etc., et i^;mais 
toute fonction rationnelle de plusieurs quantités peut 
rtre représentée par le quotient de deux fonctions en- 
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tières , nous pouvons donc poser 

__y(^i> ^i>"*> y p) 

(p et (p désignai! l des fonctions entières , et si Ton ordonne f et 

^ par rapport aux puissances de \jp ou /^^ , ou aura pur \^ 
une valeur de la forme 



^ -+- r, /y» -+- /, ^ -h . . . -h /^/ />" 

où 5^,, ^iv9 '^v et /o, ^jv9 V' ^^^^ ^^* fonctions en- 
tières de /'i, Tf , etc. 

Soit (X. une racine imaginaire de Téquation 

a'* = 1 ; 
désignons par 

les w — 1 valeurs qu'on obtient en remplaçant dans T, />" 
successivement par 

I t I I 

a;?", a'/^% a^^", ..., a"-'/;«, 

et multiplions par TiT2...T„_, les deux termes de la 
valeur de 1^, on aura 

*" " TTiTTTTTZ"/ 

Le produit T, T,... T„_i peut évidemment s'exprimer en 
fonction entière de p et des quantités i\^ r,, etc. ; il est 
donc une fonction algébrique d'ordre ju et de degré m — 1 
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au plus, que nous désignerons par u. Pareillement, le 
produit STjT, . . . T„_, est une fonction entière dc./'j, 

r,, etc., et \p ; nous représenterons sa valeur par 

I 2 ( 

et Ton aura 

I 2 I 

U 

bu simplement 

( 2 ( 



en mettant ^o^ <7i» etc., au lieu de — ? — ? etc. ^©^ <7n ^^^m 

désignent ici des fonctions rationnelles de /'i, /s, etc., 
et p. 

On peut chasser de l'expression précédente de t^ les 

I 
puissances de ^" supérieures à la (« — § )««"•«. Si , en effet, 

j désigne un nombre qui , divisé par n , donne le quo- 
tient g et le reste A , on a 

L 1 

et, en se servant de cette formule, on pourra mettre i* 
sous la forme 



«..1 



(l) vz=z q^^q.pn^q^pn^^ ^^^q^^^p «^ 

7o) 9i9 Çi^"-) (jn-x étant toujours des fonctions ration- 
nelles de p, /*], /'i, etc., et, par conséquent, des fonctions 
algébriques d'ordre |u et de degré m — i au plus , telles , 
en outre, qu il soit impossible d'exprimer rationnelle- 

ment p" en fonction des quantités dont elles dépendent. 
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Dans 1 expression (i) de i>, on peut supposer 

^, = 1. 

Pour le démontrer, supposons d'abord que q^ ne soit pas 
nul, et posons 

d ou 



P=^^ et p^^'-±\ 



Texpression de •> devient 



I 3 *»-"' 

Y I V I 

ou plus simplement 

en écrivant /!> au lieu de /^i*, «/i, </», etc., au lieu de 
^9 ^9 etc. 

Dans cette nouvelle expression (2) de r qui se déduit 
de (i) en faisant yi = i, les quantités g©? ^i > etc., dési- 
gnent toujours des fonctions algébriques d'ordre fx et de 
degré m — 1 . 

Supposons maintenant que dans Texpression (i) de 1^ 
on ait «7, = o ; désignons par q^ l'une des quantités qx , 

<7,, etc., qui n'est pas nulle, et posons 



P^ = ^>S 



d'où 



a 



k9. 



n étant premier et k moindre que n , on peut toujours 
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trouver deux entiers a et 6 tels, que 

ko. — /î6 =r>, 

X étant un nombre entier quelconque donné ^ alors on 
aura 



/^r = <//>"; 



d'où 



a 



/;""=:^7>-V;' 



On a , en particulier et par hypothèse, 



I 

* n 

1k 



à l'aide des deux formules précédentes, on substituera 

aux puissances de p" dans la valeur (i) de t^, celles de ^"l, et, 
après cette substitution, il est évident que la forme de v 

n'aura pas changé, mais que le coefficient de p^ sera 

Funité^ car, dans l'expression primitive de i^, p" a pour 
coefficient q^ . 

ConcLusiov. — // résulte de ce qui précède que toute 
Jonction algébrique d'ordre ^ et de degré m peut être 

mise sous la forme 



n—\ 
n 



r = çFo -h /?" -h 7j//' -f- . . m- qn-xP 

ou n est un nombre premier, qo^qt^ etc.^ des Jonctions 
algébriques d^ ordre [t. , mais de degré m — \^ et p une 
fonction d'ordre [i — i , dont la racine n'*'"'* ne peut être 
exprimée rationnellement par les quantités q^^ ^,, etc. 



*a86 vingt-deuxième leçon. 
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Propriétés des fonctions algébriques qui satisfont à une équation donnée. 
— Démonstration de l'impossibilité de résoudre algébriquement les 
équations générales de degré supérieur au quatrième. 



Propriétés des fonctions algébriques qui satisfont à une 

équation donnée. 

Si Ton considère un polynôme entier et rationnel 

dont les coefficients ^i, ^t, etc., sont des fonctions ration- 
nelles de quantités quelconques, qu'on regarde comme 
connues, tout diviseur de ce polynôme qui a pour coeffi- 
(*ients des fonctions rationnelles des quantités connues, 
est appelé un dii^iseur commensurable. 

On nomme équation irréductible toute équation dont 
le premier membre n'admet aucun diviseur commensu- 
rable. 

L'équation générale de degré quelconque, dont les 
coefficients sont indéterminés, est nécessairement irré- 
ductible. 

Cela posé, soit une équation de degré m 

(i) j?"-»-û,a:'"-'-t-rt2a:^'-l-. . • -f- «m-i J? -H «« = o, 

dont les coefficients sont considérés comme des fonctions 
rationnelles de quantités connues, et supposons qu'elle 
soit résoluble algébriquement. 
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Diaprés la classification des fonctions algébriques éta- 
blie dans la leçon précédente, si la racine x est une fonc- 
tion algébrique d'ordre (jl des quantités connues, on 
pourra poser 



n— i 



(2) x=qo'i'P^-i'q2p''-h. .. "+-7„_,' 

n est un nombre premier, p désigne une fonction d'ordre 
fx — I ; </o^ <7t) etc., peuvent être de Tordre fx, mais sont 
d'un degré moindre que celui de x. Enfin , on peut sup- 

poser qu'il soit impossible d'exprimer ^" en fonction ra- 
tionnelle de /^, ^0) Ç\^ etc. 
r En substituant cette expression (2) de j: dans F équa- 
tion (i), on aura un résultat qui pourra évidemment se 
réduire à la forme 



it— i 



(3) ^o-H-r.y»" -h r,/?"-!-. . .M-r„_,^ « =0, 

où /'o, /'i, /'i, . . . , /'„_i désignent des fonctions rationnelles 
des quantités p^ r/o^ ^t, . . . , f/n-i- Or je dis que l'équa- 
tion (3) exige que l'on ait en même temps 

To =: o , r, = o , r. = o , . . . , r„_, = o . 

En effet, dans le cas contraire, les deux équations 

s" — /; = o , 

auraietit une ou plusieurs racines communes. Soit A* le 
nombre de ces racines, on pourrait former une équation 
de degré k ayant pour racines ces k racines communes, 
pour coefficients des fonctions rationnelles de p^ {Iq, 
y*i • • • 1 ^/i— I • ^*t 

•»'• -h 3| 3 H- Sji^ -H ... -h .*4S* =: o 
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cette équation , et désignons par 

un diviseur irréductible de son premier membre, dont 
les coefficients fo<» ^d* • •? ^ soient des fonctions ration- 
nelles de /;, ^09 Çw - *'i ^n-i- L'équation 

(4) t,-\-t,z-^ t^z' -h- ... 4- ifz' = o 
a toutes ses racines communes avec 

(5) z" — p=z o; 

d^ailleurs son degré i est au moins égal à 2 , car, autre- 

ment, on pourrait exprimer z ou ^" en fonction ration- 
nelle de Pj Ço^ i/t, . . . , <7„.i. Si donc z désigne une racine 
quelconque de l'équation (4 ) , cette équation aura au moins 
une autre racine de la forme az^ oc étant une racine de 
l'équation 



a"= i; 



l'équation (4) aura donc une racine commune avec 

(6) /r„ 4- r, az 4- ^a'z' -h ... -h f.a'z* = o , 
et, par conséquent, avec l'équation 

(7) (1 — a\U«-i-(a— a')/,z-f- ... -4- (a'— — a') A_,z*-' r= 0, 

que l'on obtient en retranchant de l'équation (6) l'équa- 
tion (4) multipliée par a'. Mais l'équation (4) est supposée 
irréductible, il est donc impossible qu'elle ait une racine 
commune avec l'équation (7) , qui est de degré inférieur 
au sien. D'où il suit qu'on a nécessairement 

Les équations précédentes ayant lieu, l'expression (2) 

1 
de X satisfera encore à la proposée (i) , en remplaçant />" 
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par chacune des n valeurs 

t I I < 

OU I, a, S,. . ., 0) désignent les racines «**'"" de Tunité. 
On aura ainsi n racines de Téqualion (i) , que nous re- 
présenterons par 

et dqnt les valeurs seront 

X, = ^0 -hp" 4- ^2/^ -H 4- '/«-•/^ " 9 

(8) ; 

X3 = y. -4- 6/?" 4- S'^ï/'" -h ... -h ^'^'qn^tP " , 

L i. **""' 

on voit que ces racines sont diderentes^ car, si deux 
d'entre elles étaient égales, on aurait une équation de 
cette forme 

1 s 

(a — 6)7o4-(a — 6)/?*-|-(a»~6»)7,/;î^-h ... =0, 
qui conduirait aux équations contradictoires 

(a — 6) 9o = o , (a — 6) = o , . . . - 

Au surplus , cette remarcpie n'est pas indispensable pour 
ce qui va suivre. 

En ajoutant les équations (8) , en les ajoutant ensuite 
après les avoir respectivement multipliées par 

puis par 

I, *"-% 6""%.. .,«"-% etc., 
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on obtient les suivantes : 



7« = - (^1 -H J^2 -I- ^j 4- -h x^ , 

n 



— I 
ffn-tP " = - (JT, -+- a-rj 4- -h wjrj. 



11 résulte de là que les quantités 



I 



sont des fonctions rationnelles des racines de IVquation (i). 
On a, en ettet, généralement 



.r, -h a^-P ^2 4- €"-/' JT, 4- . . . 4- w""'* ^„ 
./^ = nP-' ^ -• 

(.r, 4- a"-'.r, 4- 6""' x, -f . . . 4- «""'x»)^ 
Désignons maintenant par )^ Tune quelconque des quan- 
tités /?", ^ft, 9«v • j 9""S ®^ soit 



r— l 



(ç)) j = 5o 4- «>'■ 4- 'ïjï''' 4- ... 4- .Vr_. «' '' , 

5o, .^i, etc., étant des fonctions qui peuvent être du même 
ordre que x, mais qui sont de degré inférieur. On a, par 
ce qui précède , 

rf désignant une fonction rationnelle, et Xi, Xj, . . ., J?», 
les m racines de l'équation (i) , lesquelles peuvent ne pas 
entrer toutes dans la fonction (f. Soit w' le nombre de va- 
leurs que prend la fonction ff quand on y permute les 
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racines Xi, Xj, etc.; on pourra former une équation du 
degré m' dont les coefficients seront exprimés rationnelle- 
ment par ceux de l'équation (i), et dont les racines 



y \i y l'i ' ' ' ^ y 



m' 



seront les m' valeurs de la fonction (f. Et comme la va- 
leur (9) de y doit satisfaire à cette équation, on en con- 
clura , comme précédemment, que les quantités 

■ 

sont des fonctions rationnelles de r,, j j, . . . , jr,„t^ et, par 
conséquent, aussi de Ti, Xj, . . . , x„,. 

Comme on peut continuer indéfiniment ce raisonne- 
ment , on conclut de ce qui précède , que 

Si une équation est résoluble algébriquement, on peut 
donner à la racine une forme telle ^ que toutes les fonc- 
tions algébriques dont elle est composée soient des fonc- 
tions rationnelles des racines de Véquation proposée. 

Démonstration de l* impossibilité de résoudre algébri- 
quement les équations générales de degfv supérieur ou 
quatrième. 

Les propriétés des racines d'une équation résoluble» 
algébriquement, que nous venons de démontrer, ont lieu 
dans tous les cas, soit qu'il s'agisse d'une équation dont 
les coefficients ont des valeurs déterminées, soit que Ton 
considère ces coefficients comme indéterminés, et, pai 
suite, les racines de l'équation comme étant des quantités 
quelconques , n'ayant entre elles aucune dépendance. 

Nous plaçant maintenant à ce dernier point de vue, 
nous allons démontrer qu'il est impossible de résoudiv 
algébriquement les équations générales de degré supé- 
rieur au quatrième. 
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Ce théorème a été démontré, pour la première fois, 
par Abel ; maïs je présenterai ici la démonstration très- 
remarquable de Wanlzel. On verra , dans cette reproduc- 
tion exacte, un hommage mérité à la mémoire d'un géo- 
mètre que la mort a frappé dans toute la force de son 
talent. Je supprimerai pourtant quelques détails, inutiles 
ici , après les diîveloppements que j'ai donnés sur le 
nombre de valeurs qu'une fonction peut acquérir (*). 

Soit 

/(.r) = o 

une équation de degré m dont les coefficients sont indé- 
terminés , et désignons par 

ses m racines , que nous supposons exprimables algébri- 
quement en fonction de ses coefficients. 

u Si l'équation J (x) = o est satisfaite par la valeur Xj 
» de X , quels que soient ses coefficients , on doit repro- 
)) duire identiquement .x'i , en substituant dans son cx- 
» pression la fonction rationnelle correspondante à cha- 
» que radical , puisque les racines de Téquation sont alors 
») entièrement arbitraires. De même, toute relation entre 
» les racines devra être identique, et ne cessera pas 
» d'exister, si Ton y remplace ces racines les unes par les 
» autres, d'une manière quelconque. ^ 

» Désignons par y le premier radical qui entre dans la 
)) valeur de .r, , en suivant Tordre du calcul, et soit 



y" = P\ 



» p dépendra immédiatement des coefficients de^ (x) = o, 
» et s'exprimera par une» fonction symétrique des racines 



(*) Les {ruilleinets indiquent tout ce qui est emprunté littcralonient au 
Mémoire do Wantzel. 
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» F (X| , JT, , Xz,, . .)] y sera une fonction rationnelle 
» f (xt 9 J^s 9 «^s 9 • • • ) cics mêmes racines. 

» Comme la fonction (f n'est pas symétrique , sans qUai 
» la racine n'^""" de /; s'extrairait exactement, elle doit 
» changer lorsqu'on permute deux racines , Tj , Xf^ par 
H exemple; mais la relation 

» sera toujours satisfaite. D'ailleurs la fonction F étant 
» invariable par cette permutation , les valeurs de (f sont 
» des racines de Téquation j" = F, et l'on a 

» a étant une racine n'^""" de Tunité. 

» Si l'on remplace de part et d'autre x'i par jt'j , et ré - 
») ciproquement , il vient 

>j d'où, en multipliant par ordre, 



a'= I. 



» Ce résultat prouve que le nombre /*, supposé pte- 
)> mier, est nécessairement égal à 2 ; donc le premier 
» radical qui se présente dans la valeur de l inconnue 
» doit être du second degré. C^estce qui arrive, en elTet , 
» pour les équations quon sait résoudre. » 

La fonction q), n'ayant que deux valeurs, change par 
une transposition quelconque, et ne sera pas changée 
(voir dix-neuvième leçon) par une permutation circu- 
laire de trois ou de cinq lettres^ car ces permutations 
équivalent à un nombre pair de transpositions. 

a Continuons la série d(*s opérations indiquées pour 
former la valeur x, de x. 

» On combinera le premier radical avec les coefficients 
^» de /'(.r) = o, on la fonction (f» ave<* des fonctions symé- 
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» triques des racines, à l^aiile des premières opéradoni 
» de Talgèbre , et Ton obtiendra ainsi une fonction des 
M racines susceptible de deux valeurs, et, par oonsé- 
» quent, invariable par les permutations circulaires de 
» trois lettres. Les radicaux subséquents pourront donner 
» encore des fonctions du même genre, s'ils sont du se- 
» cond degré. Supposons qu'on soit arrivé à un radical, 
» pour lequel la fonction rationnelle équivalente ne soit 
» pas invariable par ces permutations. Désîgnons4e tou- 
» jours par 

» ^daiis réqnalioii 
)) nous ferons einore 

» cette foiic-tioii ne sera plus symétrique, mais seulemeDt 
» invarialJe par les permutations circulaires de trois let- 
» très. Si l'on remplace 

» par 

» dans cp, la relation 

» subsistera toujours^ et, puisque K ne change pas par 
» cette substitution , il viendra 

)) a désignant une racine /*'*"*' de l'unité. » En faisant 
dans cette équation la substitution circulaire 

et répétant une seconde fois cette substitution, ou aura 

y («ï.t > '^'i j '^'■' * '^'i 1 • • • ) -^ 2t«p (a*.. , X;j , .1', , Xj ,•..,> , 
y (.r, , Jc-. , .1-.. , x* ,...)=: a (}> (.i;, , .'', , x. , x* , . . . 1 , 



VfWGT-DBUXlÈMIi LEÇON. agS 

et f en multipliant les trais équations précédentes , <( on 
(Kmclura 



a^ = 1. 



w Ainsi, n sera égal k 3. 

» Si le nombre des quantités J^i , X3 , Xs , ^4 , etc. , est 
» supérieur a quatre, ou si Téquation /*(.r) = o est d'un 
w d^ré plus élevé que le quatrième , on pourra effectuer 
» dansf une permutation circulaire de cinq lettres, en 
w remplaçant 

u par 



^7 9 *^3 ) «^4 j •^i t «^1 9 



» la fonction F ne changera pas , et i^on aura 

)» puis, en répétant de part et d autre la même substi- 
» tution, 

ff ^X^ y X^y X^j Xi ^ Xjj . , . j ::::= OL y {X^ y X:^^ X\ ^ Xi, , .i^| , . , , J j 



» Par la multiplication , on obtient 



a* ^= I, 



» ce qui entrame 

a = I, 

» puisque a est une racine cubique de Tunité. Ainsi la 
» fonction (f est invariable par les permutations circu- 
» laires de cinq lettres. » Donc, d'après un théorème 
démontré dans la dix-neuvième leçon, la fonction (jp est 
aussi invariable par les permutations circulaires de trois 
lettres. 

« Ainsi , tous les radicaux renfennés dans la racine 
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» d'une équation générale de degré supérieur au qua- 

» trième devraient être égaux à des fonctions ratiion- 

» nettes des racines inifariables par les pennutations 

» cii'culaires de trois racines. En substituant ces ibnc- 

» tions dans Texpression de Xi^ on arrive à une égalité 

» de la forme 

» qui doit être identique; ce qui est impossible, puisque 
» le second membre reste invariable quand on remplace 
» J^i, ,7',, Xj, par jTj, .r3, Xi, tandis que le premier change 
» évidemment. 

)> Donc, il est impossible de résoudre par radicaux 
» une équation générale du cinquième degré ou de d^ré 
» supérieur. 

)) La démonstration précédente fait voir en même temps 
» que, pour les équations du troisième et du quatrième 
» degré, le premier radical , dans Tordre des opérations, 
» doit être un radical carré, et le second un radical 
» cubique. Ces circonstances se présentent, en effet, dans 
» les formules données par Lagrange et les autres géo- 
» mètres. » 
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Des nombres congrus ou équivalents. >- Théorème de Fermât. — Théorème 
deWilson. — Des congruences en général. — Limite des nombres des 
râdnes d'une congruence suivant un module premier. — Détermination 
da nombre de racines d'une congruence. — Nouvelle démonstration du 
théorème de Wilson. 



Des nombres congrus ou équivalents. 

Si la différence de deux nombres entiers a ei b^ posi- 
tifs ou négatifs, est divisible par un troisième nombre 
positif^, a et i sont dits congrus ou équiv^alcnts , par 
rapport k p\\e diviseur p est appelé le module^ a et b 
sont résidus Tun de l'autre suivant le module p. 

Pour exprimer que aeib sont congrus suivant le mo- 
dule p^ il suffit d'écrire 

n = b -h un multiple de p, 

mais nous adopterons la notation plus commode de 
M. Gauss, et nous écrirons 

a ^ h (mod. p). 
8i r désigne le reste de la division de a par ^^ on a 

a ^ r fmod. p)j 

r\ le reste /* est, si l'on veut, compris entre o et p^ ou entre 

— ^ el -f- -1 d'où il suit que tout nombre a un résidu 
9. 2 

inférieur on valeur absolue à la moitié du module. On le 
nomme résù/u minnnum : mait», si Ton nv veut ronsidt'ier 
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que les résidus positifs, les limites seront o et /?, et le ré- 
sidu minimum pourra surpasser -• 

L'avantage de la notation de M. Gauss, pour représenter 
les congruences, consiste surtout en ce qu'elle rappelle la 
grande analogie qui existe entre les congruences et les 
égalités, sans quHl y ait pourtant de confusion à craindre. 
Nous allons faire voir cpie la plupart des transformations 
((ue Ton peut faire subir aux égalités peuvent être appli- 
quées aux congruences. 

addition et soustraction . — Si Ton a 

a ^ h (mod. p), 

a' ^ y (mod. p), 
011 aura aussi 

a±a'sb±b' (mod./;). 

Les congruences proposées expriment, en eiïel, que 

a = b -h un multiple de /?, 

a' =z b' -^ un multiple de p ; 
donc 

a±a' =z b±b''-h un multiple de p, 
ou 

a dz a' -^ b db b' (moâ, p). 

Ce qu'il fallait démontrer. 

Multiplication, — On peut multiplier une congruence 
par un nombre quelconque. Car soit 

a ^ b (mod. p), 
c'est-à-dire 

fl = ^ -+- un multiple dep, 
on aura aussi 

ma == mb -h un multiple de /f, 
ou 

ma ^ m h (mod. p). 

On peut aussi multiplier enirc ellrb plusieurs eon- 
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gruences de même module. Soient , en effet , deux con- 

gruences 

a ^b [ïSioà, p)y 

a'^b' (inod./?), 

OU 

/i = 6 + un multiple de p, 
a' = b' -^ un multiple de p. 

On aura, en multipliant, 

na' = bb' -\- un multiple de p, 

ou 

aa' ^ bb' ^mod./>). 

Ce qu'il fallait démontrer. 

On voit gënëralemeut que, si Ton a 

a ^ bj 
a'smb' 



(«nod.;>), 

■ 

on aura aussi 

Éléi^ation aux puissances. — On peut élever à une 
même puissance les deux membres d^une congruence. 
Cela résidte immédiatement de ce que nous venons de 
dire au sujet de la multiplication. Si donc on a 

a^ b (mod. /?), 
on aura aussi 

a'^^b'^ {mod. p). 

Corollaire. — Soit 



une fonction entière et rationnelle de x, dont les eoetli- 
f'ients soient des nombres entiers; si Ton a 

a ^ b (mod. //), 
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on aura aussi 

/(a)^/(b) (iiiod./>). 

Dii^ision, — On peut diviser une congruence par un 
nombre quelconque premier avec le module. 
Soit , en effet , la congruence 

ma 2B mb (mod. p)^ 
ou 

ma = mb -h p Xq, 

on aura , en divisant par m , 



n = b -^ 



m 



et, si Ton suppose m premier avec p^ q devra élre divi- 
sible par m, et Ton aura 

fl = ^ -f- un multiple de /^, 
ou 

a 3s b (mod. p). 

Ce qu'il fallait démontrer. 

On peut aussi diviser une congruence par une autre, 
pourvu que les membres de la seconde soient premiers 
avec le module. Soient, en effet, les deux congruences 

(i) aa'^bb' (mod. /^), 

(2) a^b (mod. p). 

Désignons par r le résidu minimum de la différence a' — t', 
ou aura 

(3) n'sb'dtr (mod. p), 
et, en multipliant (2) et (3), 

(4) aa' = bb'±br (mod./?). 
Des congruences (1) et (4), on déduit 

hrs=o (mod./^); 
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or p est premier avec b par hypothèse, on aura donc 

r^o (inod./>), 



ou 



r = o, 



puisque r <^p. On a donc 

a' ^b' (mod. p). 
Ce qu'il fallait démontrer. 

Théorème de Fermât» 

Sip est un nombre premier qui ne divise pas a, a^~* — i 
est divisible par p ; en d^ autres termes y on a 

Soient a et p deux nombres premiers entre eux, et 
considérons les ^ — i multiples de a 

(i) a, 2/ï, 3âr,..., [p — i)rt; 

l'un de ces nombres ma^ par exemple, ne saurait être 
divisible par /?, puisque p est premier avec a , et qu'il 
surpasse m,. Il en est de même de la différence ma — m'a 
de deux termes de la suite précédente; car cette différence 
est elle-même un terme de la suite. Si donc on prend les 
résidus minima positifs des nombres (i) par rapport à /', 
ces résidus sont tous différents, et aucun d'eux n'est nul ; 
ce seront donc , dans un certain ordre , les nombres 

(2) I, 2, 3,..., (/? — I). 

Les nombres (i) étant respectivement congrus aux 
nombres (2) , on aura , en multipliant toutes ces con- 
gruences , 

1.2.3. . . (p — I ) aP"^ ss 1 . 2 . 3 . . . (/> — I ) (mod. p). 
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Supposons maintenant que p soit un nombre pre- 
mier, on pourra diviser la dernière cougruence par 
1.2.3... p — I , car ce nombre est premier avec le mo- 
dule, et Ton aura 

a/*"'^! (mod./i). 

Ce qu'il fallait démontrer. 

Théorème de Wilson. 

Si p est un nombre premier y la Somme i . 2 . 3 . . . (p — i ) + 1 
est div^isible par p ; en d'autres termes j on a 

i.?..3...(/^ — i)^ — I (mod. p). 

Soit a Tun quelconque des nombres 

(i) I, 2, 3,. ..,(/> — I), 

et formons les multiples de a 

{2) rt, 2fl, 3a, . . ., (/i — i)ft. 

Dans la suite (2), il y a un terme congru à i , et il n'y en 
a qu^un seul ; supposons que ce soit 0; a , on aura 

a« ^ 1 (mod. p). 

Les nombres aeioc sont inégaux , à moins que a ne soit i^l 
à loukp — i.Si,en effet, on a «=«,«* — i=(a — i)(a-hi) 
est divisible par p-^or p est premier, il divise donc a — i 
ou a +1, et, comme a est <[/?, on a nécessairement a = i 
on a = p — I . 

Il résulte de là que les nombres 

2, 3, 4» •• -j (/' — 2), 

peuvent être associés deux à deux , de manière que le pro- 
duit de deux associés soit congru à Puni té, et, en multi- 
pliant entre elles les congruences ainsi obtenues, on aura 

'?.,3./\. , . (p — 2) ^ I (mo<l . p) ; 



VINGT-TKOISIÈME LEÇON. io'i 

multipliant enfin par p — i , on a 

1.2.3.4* ••(/' — i)^ p — I (mod. /?), 
ou 

1.2.3.4. .•(/? — i)h-i^o (mod. p), 

(le qu'il fallait démontrer (*). 

Remarque. — Ce théorème est surtout remarquable 
en ce qu'il exprime une propriété qui appartient exclusi- 
vement aux nombres premiers; car, si p est un nombre 
composé, et que 9 soit un de ses diviseurs, 9 divisera le 
produit 1.2.3... (p — i)? et, par conséquent, ne pourra 
diviser ce même produit augmenté de l'unité. Il en sera 
donc de même du nombre p . 

Des congriiences en généra/, 

La théorie des nombres résout sur les congruences le 
même problème que l'algèbre ordinaire sur les équations ; 
elle se propose, en particulier, de trouver les valeurs de .r, 
qui satisfont à une congruence telle que 

/(jt) ^: G (mod. p), 

oùy(jc) désigne un polynôme entier et rationnel dont les 
coefficients sont des nombres entiers. Si Ton satisfait à 
cette congruence , en faisant x = a^ony satisfera aussi « 
d'après une remarque précédente, en faisant, quel que soit 
l'entier m , x=a-\-mp ; d'où il suit que chaque solution 
en donne une infinité d'autres, mais qui sont toutes équi- 
valentes suivant le module /y. Les diverses solutions ren» 
fermées dans une même formule a -h nip peuvent se 



(') Le théorème de Wilsoii , ainsi que celui de Fermât, est susceptible 
d'être généralisé; mais comme cette extension ne nous est d'aucune utilito 
pour robjet auquel se rapportiMit les développements que nous présentons 
ici , nous nous bornerons à ronvoyt>r le lecteur à l'excellent Mémoire de 
M. Poinftot. {Journal Je Mathématiques purvs et appliquées , (ome X.) 
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déduire de Tune quelconque d^entre elles; d'ailleurs, on 
peut disposer de Tentier m de manière que a-hmp soit 

compris entre — - et -h -, ou entre o et p ; il n'y a donc 

lieu de s'occuper que des solutions comprises entre ces 
limites. 

Cela posé , nous appellerons racines de la congruence 

f{x)^o (mod. p), 

les diverses valeurs de x comprises entre o et /?, qui ren- 
dent f(x) divisible par p. 

Une congruence est identique si tous ses coefficients 
sont divisibles par le module , et elle est évidenunent im- 
possible si ses coefficients sont divisibles par le module, 
à l'exception du terme indépendant de x. 

Si F{x) désigne un polynôme entier et rationnel, ayant 

pour coefficients des nombres entiers, on peut substituer 

à la congruence 

/(j:)aso (mod./?) 

la congruence équivalente 

/(x) -hpF(a:)^o (mod./7), 

et disposer ensuite des coefficients indéterminés de F (x), 
pour rabaisser au-dessous de /?, et même de - si Ton veut, 

tous les coefficients de la congruence. 

Nous nous bornerons , dans ce qui va isuivre , aux co^- 
gruences dont le module est premier. On peut alors faire 
en sorte que le coefficient du premier terme soit égal à 
Tunité. 

Considérons, en etlet, la congruence 

Ao ^ H- A, x^'' 4- Aj j:""' 4- . . . ^ o (mod. />), 
dont le module p est supposé premier, et les coefficienU 
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jAf, Al , Aj, etc., compris entre o et /^, ou entre — -et 
4- -. En ajoutant à son premier membre le polynôme 

on peut r^rire ainsi : 

A, ar* -+• ( A, -+- py^ ) a:^-' -f- (A, -^py^ -v^'^ -+-... ^o (tnocl. y»), 
ou 

Cela posé, Ao, étant inférieur à /^, sera premier avec lui , 
et on pourra disposer des indéterminées )^,, j'j, etc., de 

manière que 

\t-\-py, \i-\-py. 

- 1 — ^^— __. ^ . . . 

Ao A(, 

soient des nombres entiers Bj, Bj, etc., compris entre « 
et /? ou entre — - et H — ; notre congruence sera donc 

■ 

A,(j:'»H-B, x«-' -H B, T'"-- -f- . . .)^o (mod/?), 
ou , comme A© est premier avec le module, 

.r" -f- B, a:*"' -f- B, j:*-' -f- . . . ^ o (mod/?). 

Limite du nomhi'>e des racines d'une congnwnce suivant 

un module premier. 

Théorèke. — Une congruence non identique , suit^ant 
un module pretnier, a au plus autant de moines qud 
y a d'unités dans son degré. 

Soit la congruence de degré m 

(t) f(x)^o (mod/?), 

30 
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où le (*oetticieiit du premier terme est Tunité. Supposons 
que a soit une racine , divisons f(x) par x — a , et dési- 
gnons paryi(x) le quotient qui est du degré m— i,on 

aura 

. /(x) = {x — a)/, (x) 4- f(a); 

fît comme J (n) est, par hypothèse, divisible par /;, la 
rongruence (i) peut s'écrire ainsi : 

^x — n) /, (x) ^ o i mod . p). 
Soit maintenant h une seconde racine, on aura 

h— a)f,{b)'=zo (mod. />), 
ou 

f^,b)^o (mod./?); 

rar h — a est inférieur à />, et, par conséquent , premier 
avec lui ; h est donc racine de 

(?.) y;(.i)=rO (mod./?), 

dont le premier terme a, comme celui de (i), pour coeffi- 
cient Tunité. 

11 résulte de là que la congruence (i) de degré m ne 
peut avoir qu'une racine de plus que la congruence (2) du 
degré m — i . A son tour, cette dernière ne pourra avoir 
qu'une racine de plus qu'une congruence 

(3) A[^) ^ o (mod. p) 

de degré m — 2, et dont le premier terme a pour coeffi- 
cient l'unité. Par suite, la proposée (i) ne peut avoir que 
deux racines de plus que (3), et en continuant ce raison- 
nement , on fera voir que la congruence (i) ne peut avoir 
que m — i racines de plus qu'iuie congruence du premier 

degré, telle que 

r — /==o (mod./?), 

laquelle iradniet que la seule racine /. D'où il suit, enfin 
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qu'une cougruence de degré m ne peut avoir plus de m 
racines^ mais elle peut en avoir moins de m^ et même 



ii^en avoir aucune. 



CoROLLÀiaEl. — Supposons quelacoiigruence de degré m 

f(x)^o (mod/7), 

dont le premier terme a pour coefficient Tuniié^ ait effec- 
tivement m racines 

CCS m racines appartiendix)nt aussi à la eongruence 

{x) — (x — a) {x — b). . ,{x — /)^o (mod./j); 

mais cette dernière n'est que du degré m — i , elle est donc 
identique et, par conséquent^ on a 

f(ji)=z{x--m){x-b).,,{x-l}^pF{x), 

F(jc) désignant une fonction entière et rationnelle de x 
dont les coefficieiits sont des nombres entiers. 

Corollaire II. — D'après le théorème de Fermât, la 

congruence 

xP~^ — I ^o (inod./;) 

admet les p — i racines 

I, 2, 3,. . . , (/>— i). 

Il suit de là que sij(x) désigne un diviseur dti binôme 
jp/^* — ï î ou , plus généralement , de ce même binôme 
augmenté d'un polynôme pF[x) de degré p — i, la con- 
gruence 

f(x) ^ o ( mo*J . p) 

aura autant de racines qu il y a d'unités dans son degré. 
Soit, en effet, 

ao. 
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la ron^riieiire de degré p — i 

f[x) /, (.r) =r=. o (mo(! . f)) 
admet les racines 

1 , 2, o, . . . , [y? — I /. 

D'ailleurs res racines sont ecdles des deux suivantes : 

f'x) = o (mod. y>), f,[x)^o (mod. />), 

et si Tune d'elles avait moins de racines qu'il n'y a d'u- 
nités dans son degré, il faudrait que l'autre en eût pins 
qu'il n'y a d'unités dans le sien, ce qui est impossible. 

Diitermmation du nombre des racines d'une 

congrucnce. 

(!e deinier corollaire fournit un moyen très-aisé de 
déterminer le nombrtî de racines d'une congruence de 
niodide premier. Démontrons d'abord le lemme suivant. 

r.KMMK. — SiJ\{:r) désigne le reste de la division des 
deux polynômes J\x) et J\ [x) dont les premiers ternies 
ont pour coejficients /'unité, les racines communes aux 
deux congruences 

f[x) ^ o (mod. p)y /(jr) ^ o (mod p) 

sont les mêmes que les racines communes à 

/(x) == o (mod. p\ f^ix) == o (mod. p). 

Soit Q le quotient de la division de J (x) par fx (x) , on 
aura 

et cette égalité fait voir que si /, {.r) est divisible par p en 
même temps que l'un des deux polynômes /(.»*) etyi(.r), 
l'autre le sera nécessairement aussi ; d'où résulte la propo- 
sition énoncée. 
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Corollaire. — Les racines communes à deux con- 
gruences 

f[x) ^ G (iiiod. />»), fy[x)^o (mod . p) 

appartiencnt à la congruence 

«p(a:)^o (iiiod./>), 

(f{x) désignant le plus grand commun diviseur aux deux 
polynômes f(x) et J\ [x). 

Remarque. — Pour trouver ce plus grand commun di- 
viseur (f[x)^ on suivra la marclic ordinaire*, seulement on 
fera en sorte, comme il a été indiqué page !^o5, que les pre- 
miers termes des restes aient tous pour coefficients l'unilc. 

Problème. — 7)'otwer le nombre des racines d\uie 
vongrucncc 

[i) f[x)==o [mod, ]>), 

Les racines de cette congruence appartiennent toutes à 
la congruence. 

(2) .r/*" ' — I =^0 (mod. p). 

Il suffit donc de chercher les racines communes aux con- 
gruences (1) et ('2). Pour cela , on prendra , comme il vient 
d'êlitî dit, le plus grand commun diviseur à J\x) et à 
xP^^ — 1. S'il n'existe pas de diviseur commun, la pro- 
posée n'aura aucune racine; si, au contraire, on trouve 
un plus grand commun diviseur (p(.}') de degi'éfx, la con- 
gruence proposée aura u racines, qui seront celles de 

<p(.r) ^o (hkkI. p). 

O'tle dernière a elïecti\ement a racines, puisque ^(j) est 
un divisimr de degré [i du binôme ,r'"* — 1 . 
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Nouvelle démonstration du théorème de Wilson, 
Si p est premier, la congruence 

(or — i)(^—2)(j: — 3)... (j: — /?-!-») — (J?''""— 1)^0 (mod./^j 

admet les /t? — 1 racines 

I, 2r, 3,. . ., [p— 1); 

et comme elle n\*st que du degré p — :2, en ordonnant 
sou premier membre par rapport à x^ les coefficients de- 
vront être tous divisibles par p. Si donc ou désigne par Si 
la somme des nombres i , 2,.. ., \^p — i) , par Ss la somme 
de leurs produits deux à d(*ux , etc., par S^_| leur pro- 
dui t , on aura 

suivant le module p, La dernière de ces congruence» con- 
stitue le théorèn^ de Wilsoii. 
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Propriétés des racines des congmences binômes de module premier. — 
De l'existence des racines {Primitives. — Du nombre dos racines primitives. 
— Recherche des racines primitiTCs d'un nombre premier. — Table des 
racines primitives des noiàbres premiers inférieurs à loo. — Propriété 
des racines de Téquation x"*-— i =.0, dont le degré m est un nombre 
premier. 



Propriétés des raciîics des congnicncas binômes de 

module premier, 

I. Les racines communes n deux congmences hinômes 
de module premier p y 

r^^i ^mod. /?), J7"^i (mod. /9j, 
sont également racines de la congruence 

x^^i (mod./^), 

6 étant le plus grand commun dii^iseur de m. et n, 

x^ — I est, en elFet, le plus grand commun diviseur 
de x*" — I et de a:" — 1. Ce théorème est, par suite, une 
conséquence du corollaire démontré page 809. 

Il est évident que , réciproquement , chaque racine de 

la congruence x^ — 1^1 satisfait aux deux proposées. 

Corollaire. — Les racines d'une congruence hinôme 
de module premier 

a:^ ^ I (niod. /?), 

appartenant, d'après lo théorème de Fermât, à la con- 
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gruence 

sont aussi racines de la congruenee 

.r ^ ^ I (moâ.p)y 

d désignant le plus grand commun diviseur des nombres m 
et /? — I . 

Comme x^ — i est un diviseur de j/^ — i , cette der- 
nière a précisément B racines, ainsi que la proposée. 

Si m est premier avec p — i, on a 8= i, et alors la 
congruenee x"" ^ i n'a d'autre racine que l'unité. 

D'après ce qui précède , on peut borner l'étude des 
congrueiK^es binômes de la forme» 

x™== I (mod.jy), 

» celles dont le degré m est un diviseur du p — i , 

II. Si a désigne une racine quelconque de la con* 
gruence de module premier 

x'^^i (ii>od./>) 

tlont le degré m est un dii^iseur de p — i , toute puissance 

de a ou son résidu minimum est également racine. 

La congruenee 

^'"^i (moâ.p) 

entraine , en eilét , 

et si b désigne le résidu minimum de a*, par rapport àp, 

on a 

a^^b, d'où b'^^i'y 

et, par conséquent, tous les termes de la série 



//, a-^ à^ 



oit leurs résidus minima. sont racines de la même con- 
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grueiice. Or, à cause de o^ ^ i , on a aussi 



«'"'•"' ^fl, «"•"♦"' ^ û', ... . 



La série précédente contient donc au plus m termes ayant 
des résidus différents, et ces résidus se reproduisent pério- 
diquement de m en m. Si les m premiers termes 

a y £ï% «%..., fl"""', cT ou I 

sont différents (incongrus suivant le module p)^ leurs ré- 
sidus sont les m racines de la congruence proposée. 
Dans le cas contraire, si Ton a, par exemple, 

««-*-"' ^ «'*' (mod./^), 
a étant premier avec p^ il vient, en divisant par a'*', 

«"^ I (inod./;), 
et , par conséquent , a est racine d'une congruence binôme 

r" ^ I (mod./>) 

de degré n inférieur à m. 

11 résulte de là que si a est une racine de la congnience 
x"*^i (mod.p), qui n'appartienne à aucune congruence 
fie degré moindre o:"^ i (mod. /?), les m racines de la 
proposée sont les résidus des m puissances de a 

Cela, posé, nous appellerons racines primitives d'une 

congruence binôme 

.r"^ I (mod./?) 

dont le degré m divise/? — i, celles des racines de cette 
congruence qui n'appartiennent à aucune congruence de 
même forme et de degré moindre. Chaque racine primi- 
tive jouit de la propriété de donnei' toutes l(»s autres racines 
par ses diverses puissances. 

Remakqi k. — Toute raeinc non primitive, appartenant 
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à une congrueiice de même forme et de degré moindre, 
appartient aussi à une troisième congruence de même 
forme, et dont le degré divise celui de la proposée. 

De V existence des moines pwnitiues 

Considérons la congruence 

(i) x"^ 1 (mod./^), 

et supposons d'abord que m ne contienne qu'un seul fac- 
teur premier ^, que Ton ait 

toute racine non primitive de 

2) cT ^ I 

appartient à une congruence 

dont le degré 9 est un diviseur de (jf" et même de </''"'; 
et, par conséquent , appartient aussi à 

(3) .r ^ I . 

D'ailleurs les racines de (3) sont toutes racines de (a), 

leur nombre est g^~^ , par conséquent , celui des racines 
primitives de la proposée est 



q^ — ç/*-" j ou g 



'(-i) 



Supposons maintenant m quelconque, et soil 



w = q'^ r' . . .5' , 



^, r, ..., A désignant des facteurs premiers inégaux. 
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Considérons les congruences 

(4) J^ ^i (mod./?), x' ^1 (mod. /?),..., x ^i (n]od./>), 

et désignons par a une racine primitive de la première, 
par b une de la seconde, etc., par c une de la dernière; 
je dis que le résidu du produit 

au, , ,c 
est une racine primitive de la proposé^.' 

(5) X ^i (mod./?). 

Il est d'abord évident que ah , , , c, ou son résidu, est ra- 
cine , car ayant 



9 
a 



■ I, ^ ==!,.. , / == I (mod. /?), 
on a aussi 

(ab...c) '" ^i (niod. /^). 

Maintenant, si ce produit n'est pas une racine primitive 
de la proposée , il sera racine d'une congruence 

x^ ^ I (mod. p)y 

dont le degré 9 sera un diviseur de w , et il y aura au 
moins Tun des facteurs premiers de m , qui entrera dans 6 
moins de fois que dans m. Admettons que le facteur q soit 

dans ce cas, alors divisera q^^^ r" , . ,s^^ et, par suite ^ 
ah.,, c sera racine de la congruence 

M— I V X 

X 55 1 (tiiod./^); 

on aura donc 

{ah ,,,<) '" ss i y 
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mais on a aussi 



M— I V X 

IL \* '' •••' 

\0* . ,C) ^1 



et , pai la division , 



JUU-I V A 

f r ...4 

a 5B I. 



On voit, par là, que a est racine des deux congruences 

Cl, par suite, de 

puisque ^y*^"* est le plus grand commun diviseur entre les 
degrés des précédentes; a n'est donc pas, comme on Fa 

supposé, une racine primitive dex'' ^i (mod p). 

Il est ainsi démontré que, si a ,/?,..., c désignent des 
racines primitives, respectivement delà première, de la 
deuxième, etc., de la dernière des congruences (4)^ le pro- 
duit ai. . . c, ou son résidu, est une racine primitive de 
la congruence proposée (5). 

Ce qui précède démontre l'existence d'une racine pri- 
mitive pour toute congruence binôme de module pre- 
mier 

mais on n'en peut pas immédiatement conclure le nombre 
de ces racines. Toutefois, par des raisonnements sem- 
blables à ceux que nous avons employés dans la treizième 

leçon à l'occasion de l'équation binôme, on prouverait 
aisément que toutes les racines, tant primitives que non 
primitives de la rongrucnce (5), sont représentées par la 

formule 

(th.., r , 
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où Ton doit prendre pour «, i, . . . , c toutes les racines 
respectivement de la première des eongruences (4), de la 
deuxième, etc., de la dernière; et que la même formule 
donne toutes les racines primitives, en prenant pour 
a, 6,..., c les diverses racines primitives des eongruences 
auxquelles elles appartiennent. Comme le nombre des 

racines primitives a est ^^ f i j» celui des racines i, 

/•"(i )vi celui des racines c , 5 / 1 j , on en 

conclurait que le nombre des racines primitives de la 
proposée est 

'"('-^)('-0-('-^ 

On sait que ce même nombre (ro//* la Théorie des nom^ 
bres, ou le Mémoire déjà cité de M. Poîiisol) exprime 
combien il y a de nombres premiers et inférieurs à m. 

Je ne croîs pas nécessaire de développer ces raison- 
nements, que le lecteur trouvera aisément après avoir 
étudié la treizième leçon; mais j'indiquerai la démonstra- 
tion ingénieuse de M. Poinsot pour prouver qu'en ad- 
mettant Texistence d'une i*acine primitive de la con- 

gruenee 

.r"^ I (mod. />), 

il y en a précisément autant que de nombres inférieurs et 
premiers à m. 

Du nombre des racines primitives. 

Soit a une racine primilive de la congruenee 

.r^^i (mod. />»), 

et formons la suile des m puissances 
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dont les résidus sont les m racines de la proposée. Si Ton 
considère un nombre quelconque e inférieur et premier 
à m, et qu'après avoir rangé ces racines en cercle, on les 
considère en allant de l'une à l'autre de e en e, comme 
l'intervalle e par lequel on saute, est premier à m , on sera 
obligé de passer par toutes les racines avant de revenir i la 
racines, d'où l'on est parti : donc la suite 

donne, aux multiples près de p^ toutes les racines de 
la proposée, donc a'' est une racine primitive. 

Si le nombre e, que nous avons supposé premier avec p, 
avait avec lui un plus grand commun diviseur ^ i, en 
opérant, sur la suite (i), comme nous venons de le faire, 

on ne passerait jamais que par un nombre — de racines, 

et, par conséquent, a' ne serait pas une racine primitive. 
11 suit évidemment de là que la congruence proposée a 
autant de racines primitives qu'il y a de nombres pre- 
miers et inférieurs à m. 

Recherche des racines priinitivfes d'un nombre premier. 

On nomme racines primitives d'un nombre premier p 

les racines primitives de la congruence binôme de degré 

p — i 

xP-^^i (mod. />). 

Théorème. — Soient, Xi et | deux nombres compris 
entre o et p, et 9 un dii^iseur de p — i ; 5/ l'on a 

x\^\ (mod. /?), • 
on a aussi 

I s= I (mod. p) ; 
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et , récîprorfuemenf , si Von a 

g ^ ^ I (mod. p)y 

la congnience 

j:^ == Ç (mod. p) 
a racines, 

La première partie du théorème est évidente*, car, si 

Von a 

jT^sÇ (mod.;>), 

en élevant les deux membres à la puissance — - — ? on a 

.rf-' = H ^ (mod. />), 
et , à cause du théorème de Fermât , 

Réciproquement, supposons que Ton ait ^ ^ === i, ou 

rentra nchant chaque membre de cette égalité de .7'"* — i , 
il vient 

Pzl —PU 

Or le second membre admet pour diviseur x^ — ^ ; il en 
est donc de même du premier membre x^"^ — i — />Q, 
et, par conséquent, en vertu d*un théorème démontré 
dans la dernière leçon (pageSo^), la congruence 

x^ — Ç ^ o (mod. p) 

a racines. Ce qu'il fallait déniontrei-. 
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Corollaire. — Si p est un nombre premier, et quen 
décomposant p — i en facteurs premiers , on ait 

les racines non primitives de la congruence 

jcP'^ — I ss o (mod. p) , 

lesquelles appartiennent nécessairement à l'une des con- 
gruences 

/>-' ^-' /»-' />-' 

•«/ sas I I aiv V _ — I « ùb . * 9 * * * 9 *^ . 1 • 

sont, en vertu du théorème précédent, des résidus de 
carrés (*), ou de puissances ^, ou de puissances /•, etc., 
ou de puissances s-^ et, réciproquement, lout nombre ré- 
sidu d^un carré, ou d'une puissance ^, ou etc., est racine 
de Tune des congrucnccs précédentes, et n'est pas racine 
primitive du nombre premier p. 

On voit aussi que , parmi les nombi^s 

il y en a la moitié qui sont des carrés (résidus de carrés), 
la f/'^""' partie qui sont des puissances <jr, la r'*'"*" partie 
des puissances /', etc., la s'^""" partie des puissances 5; et, 
plus généralement, si Ton ne considère parmi ces nom- 
bres que ceux qui sont à la fois des puissances 2, ^, r,..., 
la .v'*"'" partie de ces derniers seront en même temps des 
puissances s. En effet, les nombres qui sont à la fois des 
résidus de carrés de puissances ^, de puissances /', etc.. 



( "" ) Les résidus de carrés ou de cubes suivant le module p sont appelés 
résidus quadratiques ^.t cubiques; ils jouent un rôle important dans h 
théorie des flombr>»s. 
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satisfont aux coiigrutMiccs 

p-i p^ />jj 

cl 5 par ronséquenl, sont racines (U* 

leur nombre est donc — \ pareillement, le nombn» 

^ f/f^ • • » 

de ceux qui sont en même temps des puissances s est 
/> — I 



"i il est donc la 5'^'"" partie du premier. 



Problème. — Trouver les racines primitwes (Vun 
nombre premier. 

Le théorème que nous venons de démontrer fournit un 
moyen très-simple de trouver les racines primitives d'un 
nombre premier. 

Soient p un nombre premier; 2, ^, /•,... , s les factems 
premiers inégaux de p — i, et écrivons les p — i nombres 

si Ton enlève de cette suite tous les résidus de carrés, de 
puissances y, de puissances 7-, etc., il ne restera plus que 
les racines primitive* de p. 

Au moyen des carrés, on exclut d'abord la moitié des 
nombres, ainsi que nous l'avons établi plus liant-, au 
moyen des puissances /y, on exclura la y'*""' partie» de ceux 
qui restent, et ainsi de suite. Celte niélliode, pour trouver 
les racines primitives d'un nombre premier, fournit mie 
démonstration nouvelle du théorème relatif au nombre 
de ces racines: ce nombre sera <mi ('(fel , d'après ce qui 
précède» , 

^/'-•^(■-i)(' ;)('-:)--i'- 

-M 



.\a'2 vingt-quatrième leçon. 

.Nous allons montrer, par doux exemples, comment il 

j'aut faire Tapplicalion du procédé qu'on vient d'indiquer. 

Premier exemple. — Tromper les racines primùwes 
de 17. 

Nous écrivons d'abord les seize nombres 

(i) I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, II, 12, i3, 14, i5, 16, 

et comme 16 n'admet que le facteur premier 2, il suffit 
d'ôter de cette suite les nombres qui sont résidus qua- 
dratiques. Pour cela, nous élèverons ces nombres au 
carré; mais, comme on a généralement 

(17 — A)^==//' (mod. 17), 

les liuit derniers carrés donneront les mêmes résidus que 
les huit premiers: il suffit donc d'élever au carré les huit 
premiers, on trouvera ainsi 

I, 4, 9, 16, :?.5, 36, 49, 64, 

(jui ont pour résidus 

I, 4> 9» ï<>» ^» ^^ »5, i3, 

et en eilaçant ces huit résidus de la suite (i), il restera les 
huit racines primitives de 17, savoiè 

3, 5, 6, 7, 10 II, 12, 14. 

Second exemple. — Tromper les racines primitives 

de Zi. 

Ecrivons les trente nombres 

{ I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 

(1) 1 II, 12, i3, i4, i5, 16, 17, 18, 19, 20, 

(21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 3o; 

comme les facteurs premiers de 3o sont 2, 3 et 5, il sui- 
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fîra d'eulovcr de la suite (i) les résidus quadratiques cu- 
biques et de cinquièmes puissances. 

Pour exclure les carrés, nous élèverons les quinze pre- 
miers nombres (i) au carré, ce qui donne 

I, 4, 9, i6, 25, 36, 49, 64, 8i, loo, 

121, i44> 169» 196, î?-25: 
ces carrés ont pour résidus 

(2) 1, 4> 9> '^> ^^^ ^» '^» ^'' '9> 7» ^'^j ^'0> '4» io> S; 

<Stant ces quinze nombres (2) de la suite (i) , il restera les 
quinze que voici : 

(3) 3, 6, II, 12, i3, i5, 17, 21, -22, 23, 24, 26, 27, 29, 3o, 

dont il faut maintenant supprimer les cubes et les cin- 
quièmes puissances. Chaque nombre déjfi supprimé (2) 
satisfait à la congruencc» 

r'^ == I (inod. 3r ; 

donc sa puissance troisième et sa puissance (*.inquième 
y satisfont aussi, et, par conséquent, font partie des 
nombres déjà supprimés. D'après cela, les nombres de la 
suite (3) qu'il reste à rejeter sont des résidus de puis- 
sances troisième et cinquième de ces mêmes nombres (3). 
Pour avoir les résidus des cubes de la suite (3), il suffit de 
multiplier les premières puissances par les résidus carrés 
que la suite (2) fait connaître, et qui sont 

9, 5, 28, 20, 14, 8, 10, 7, 19, 2, 18, 25, 16, 4, i; 
on aura ainsi les résidus cubiques suivants : 

27, 3o, 3o8, 2.40, 182, 120, 170, 147, 4'^î 
46, 43^-' 65o, 43?» 116, 3o, 

21 . 
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dont les résidus minîma sont 

I ^ly 3o, 29, 23, 27, 27, i5, 23, 
^^' I i5, i5, 29, 3o, 29, 23, 3o. 

Il n'y en a que cinq de différents , comme nous le savions 
d'avance, ce sont 

(5) i5, 23, 27, 29, 3o, 

et en ôlant ces nombres de la suite (3) , il ne restera plus 
que les dix suivants : 

(6) 3 , f> , II, 12, 1 3 , 17, 21, 22 , 24 , 26 , 

dont il n'y a plus à rejeter que ceux qui sont des cin- 
quièmes puissances. Chacun des nombres déjà exclus satis- 
fait h l'une des congrucnces 

j:'*-^! (mod. 3i), x'*aEi (mod. 3i); 

il en est donc de même de la cinquième puissance , qui , 
par conséquent, fait partie des nombres exclus : un 
nombre de la suite (6) ne peut donc être la cinquième 
puissance que d'un nombre de la même suite. Pour avoir 
les résidus des cinquièmes puissances des nombres (6), 
il suffit de multiplier les résidus cubiques déjà formés par 
les résidus quadratiques correspondants, et de prendre les 
résidus minîma des produits. Les résidus cubiques sont 

27, 3o, :>.9, 23, 27, i5, 23, i5, 29, 3o, 

les quadratiques 

9, 5, 28, 20, 14, 10, 7, 19, î8, 25; 

les produits sont 

243, i5o, 812, 4^^' ^7^' '^^' '^'> ^^5, 522, 760, 
et l'on trouve.' pour résidus des cinquièmes puissances 

2(i, 26, (), 26, 6, 26, 6, 6, 26, 6. 
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Il n'y a ainsi, dans la suite (6), que deux cinquièmes 
puissances, comme nous le savions déjà, savoir 

6, ?.6; 

en supprimant ces deux nombres , il ne restera plus que 
les huit racines primitives de 3i, savoir 

3, II, 12, i3, 17, 21, 22, 24. 

La Table suivante renferme les racines primitives des 
nombres premiers inférieurs à 100, 
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Table dts racines pri mi tives des nombres premiers inférieurs à loo. 



— 

I NOMBRES 

I premiers. 



1 1 

'7 
^9 

/,3 



1," 



53 

''>9 
(il 

«7 



7» 



7^^ 
79 

83 

89 
97 



MOMBBE 

des racines 
primitif es. 



I 

I 

8 
() 
10 
1 1 
S 
li 
i() 
i.^ 

■)■> 



•M 



•u» 



•^1 



A 



A 



3i 



KACINES PRIMITIVES 



•}..'S . 

3.Ô. 

•.î.G.7.8. 

'i . 6 . 7 . 1 1 . 

3 . 5 . G . 7 . 1 (.> . 1 1 . 1 j . I '1 . 

-i.3. 10. i3. i4- 15. 

5 . 7 . 1 o . I I . 1 4 . 1 5 . 17. I 9 . jo . i I . 

2 . 3 . 8 . 10 . 1 4 • 1 5 . 1 8 . 1 9 . -j I . -iG . 27 . 

3 . 1 1 . l 'i . i3 . 1 7 . 'i I . '22 . a.'i . 

2 . 5 . 1 3 . 1 5 . 1 7 . 1 8 . 1 y . 20 . 22 . j4 • 3'2 . 35 . 

G. 7. il . 12. 1 3. 1 5. 17. 19. 2 2. 24 •■•^6. 38. 29. 30.34. 35. 

3 . 5 . I 2 . 1 8 . 1 9 . 20 . 26 . 28 . 29 . 3o . 33 . 34 . 

5. 10. 1 1 . i3 . i5. 19. 20. 22. 23. iG. 29.30.31 . 33.35.38 

\ 39.40.41 . 43-44 'I'* • 

(2.3.5.8. 12. 14. 18. 19. >o. 21 . ;!2.2G. 27.31 . 32.33.3^}- 
35 . 39 . 4 I . 4^ . 48 . 5o . 5 I . 

!2 . G . 8 . 10 . 1 1 . 1 3 . 1 4 . 1 8 . 23 . 24 . 3o . 3 1 . 32 . 33 . 34 • 37 . 38 
39 . 40 . 42 . 43 . 44 • 47 • ^0 . 52 . 54 • 55 . 5G 

1 2.6.7. 10. 17. i8.2G.3o.3i .35.43.44-^* •^4•^^•^9■ 

i2 . 7 . I I . I 2 . 13 . 1 8 . 20 . îS . 3 1 . 32 . 34 • 4 ï • 44 • 4^ • 48 • 30 
5i .57.G1 .63. 

(7. 1 1 . i3.2i . 22.28.3i . 33.35.42.44'47'^2.53.55.56 
59.61.62 63.65.67.68.69. 

i 5. II .i3. i4 «15. 20. 26.28. 29.31 . 33. 34 «39. 40.42. 44 
45 . 47 . 53 . 58 . ^"9 . 60 . 62 . 68 
(3 . 6 . 7 . 28 . 39 . 3o . 34 . 35 . 37 . 39 . 43 . 47. 48 . 53 . 54 . 59.60 
63 . 66 . 68 . 70 . 74 • 75 . 77 . 

2.5.6.8. 1 3. 14 • 1 5. 18. 19.20.22.24 .32. 34 '35.39. 4^ 
43.45.46.47.50.52.53.54.55.56.57.53.60.62.66.67 
71 .72.73.74.76.79.80. 

3.6.7. 1 3. 14. i5. 19.23.24.26.27.28.29.36.31 .33.35. 
38. 41.43. 46. 48. 51.54. 56. 58. 59. Go. 61. 62. 63. 65. 66. 
70. 74 • 7 5 . 76 . 82 . 83 . 86 . 

{5.7. 10. i3 . i4 • i5 . 17 . ji . i3.2G.29.37.38.39. 40.41. 
56. 57. 58. 59. 6G. 68. 71. 7/1. 76. 80. 82. 83. 84. 87. 90. 92. 
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X'"' 



Propriétés des racines de l 'équation = o , oà m 

est premier. 

Soit a une racine imaginaire de Tëqualion 
de degré m premier; les m — i racines de l' équation 



x*" — I 



(2) -T—r='' 

X — I 

sont , comme on sait, 

a, a', a' , . . . , a"*"'. 

Soit maintenant a une racine primitive du nombre pre- 
mier m , ou de la congruence 

jc^-'^i (niotl.//i); 

les ni — I racines de cette congruence, savoir 

I , 2, 3,. . ., (w — i), 

peuvent être représentées par les diverses puissances de a, 



I, a. «%.. , a'^-''. 



mx multiples près de ni\ et, par conséquent, les m — i 
racines de Téquation (2) sont 






;n sorte que chacune d'elles s'obtient en élevant la pré- 
:édcnte à la puissance a, et la même chose a lieu en- 
îorc à cause de a'""* ^ i (mod. //i), si l'on range en cer- 
rle ces ni racines , et que Ton considère successivement 
'hacune d'elles comme étant la première. D'après cela, 
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si X désigne Tune quelconque dos racines de récpialion (2), 
et que Ton fasse 

X" = ô(.r 1 , {.V, = 0^(jc) , V- ^x) = 0-* (x) , . . . 
les m racines de réquation (2) seront représentées par 

et l'on aura 

■> 

C'est sur cette propriété que repose la méthode de M.Gauss 
pour la résolution de Téquation (2), dont nous nous oc- 
ruperons dans une prochaine leçon. 



'W 
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VINGT-CINQUIÈME LEÇON. 

Théorèmes sur les nombres. 



Les principes exposés dans les deux leçons précédentes 
suffisent pour établir un grand nombre de théorèmes cu- 
rieux et utiles. Je me propose ici de démontrer quelques- 
uns de ces théorèmes, et je renverrai , pour plus de détails, 
à la Théorie des Nombres de Legendrc, et aux Recherches 
arithmétiques de M. Gauss. 

Théorème I. 

fji' produit de deux nombres de la forme a^ -{- nb^ est 

aussi de la même forme , 

On a, enert'et, identiquement 

(«^ -1- fil)') (r' -h n(t-; =: [ac ± nhd)^ -j- /t (iui qz htf . 

('oKOLLAinE. — Le produit dv lanl de nombres qu on 

voudra do la forme a'^-^nb^, est aussi de la même 
forme-, cl, m particulier, \v produit dv, plusieurs 
nombres formés chacun par laddition de deux carrés 
est lui-même la somme de deux carres. 

'riiroiiÈMK II. 

fjc produit de deux sommes de quatre carrés est aussi 

une somme de quatre carrés. 

Soieni a, o, of\ o\ /. 'i, /', cî'des nombres quelconquo-s ^ 



i 



■■>.■ 
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on a idenliquenienl 

Cela posé, faisons 

^ = c -h ^ V^ — I , S = r -h s ^ — I, 

a ' = - (c - ^ v/~ ) , y = _ (r - .V v/:=:t ) , 

l'équalion (i) devient 

/ (rt- -4- />»' + c' H- ^/'"') (/>' -4- </' -h /•' -h A'^) 
(2) \ r= (y;rt — /y/; + rc — sd'f -\- [qa -^pb — se — rdy 
\ -f- {m — .v^ — /jr H- f/ciy -+- (sa -^ rb -^ qc -h pdf. 

Ce qu'il fallait démontrer. 

Ce beau théorème d'algèbre est du à Euler. La démons- 
tration précédente m'a été communiquée par M. Hermite. 
il est bon de remarquer que l'équation (2) peut être écrite 
de plusieurs manières différentes, car on a le droit de 
<*hanger les signes des quantités «, ft, o, rf. /?, ^, /•, s à 
volonté. 

Corollaire. — Le produit de tant de sommes de quatre 
<'arrés que Ton voudra est aussi une somme de quatre 
c^arrés. 

Théorème IIL 

Tout nombre qui div^ise la somme de deux carrés premiers 
entre eux est lui-même la somme de deux carrés. 

On a de cette proposition un grand nombre de dénions- 



(*) (-eltc équation esl comprise, comme cas parliculicr, dans un ihéo- 
i>mc plus {ï^néral sur les (UUcrminants. 
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rations. J'en ai publié récemment une nouvelle à laquelle 
'ai été conduit par quelques recherches sur la théorie 
les nombres (*)] mais la plus simple que je connaisse est 
lue à M. Hermite : c'est celle que je vais présenter ici. 

Si un nombre divise une somme de deux carrés pre- 
aiers entre eux, on peut toujours supposer que l'un de 
es carrés soit l'unité. Supposons, en effet, que p divise 

I divisera aussi, quels que soient les entiers x et j^ le 
produit 

(a- + b') (x' -H Y') ou {ax -f- bf)'' -4- {af — bx)\ 

3r a et b étants premiers entre eux , on peut choisir x 
il y, de manière que Ton ait 

ri J bX = ly 

jt alors p divisera 

[ax -h byY -h I , 

c'est-à-dire une somme de deux carrés dont Tun est égal à 
l'unité. 

11 est bon de remarquer qu'à la place de ax -h by^ on 
peut prendre son résidu minimum </, par rapport à /», 
et g'-{- I sera divisible par /;, q étant compris entre o 

2 

Je dis maintenant que si p divise ^* -{- 1 , p est la somme 

de deux carrés. Réduisons, en ell'et, - en fraction conli- 

P 

nue, et poussons l'opération jusqu'à ce qu'on obtienne 
deux réduites consécutives 



n n 
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telles, que Ton ait n<^\Jp^ mais n' > v^- Cela est tou- 
jours possible, car la première de toutes les réduites a i 
pour dénominateur, et la dernière p lui-même. 

La différence entre - et — est moindre, comme on sait, 

p n 

(lue — r , on a donc 
* nn 



( 



P 



-7,] <;;^' "" («'/ - "'/>r < ^ ^ 



mais, pas hypothèse, n'- esl ^p - donc 

Ajoutant celte iiiéf:;alité, membre à membre, avec 
il vient 

Or le premier membre de cette inégalité, 

est divisible par /;, puisque q'^ -f- 1 Test par hypothèse, il 
«vsf donc nécessairement égal à /?, et Ton a 

p ==r {fi(f — mpY -t- /?'; 
d'où il suit (|ue p est effectivement la somme de deux 



carrés. 



Théokème IV. 



Tout nombre qui diK^ise la somme d'un carré et du double 
d*un carre est lui-même la somme d'un carré et du 
double d'un carré, 

ilc théorème se démontre d(î la même manière que le 
précédent. 
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Se dis d'abord quef, si p divise ii^ -f- 2 t% on peut sup- 
poser i = I . En effet , p^ divisant a* -H 2 6*, divisera aussi 

(rt' -h 2 b^) (x^ -+- 2 j') ou {ax 4- 2 ^/)' 4- 2 (ay — é>x)% 

quels que soient a: et ^. Or a et è étant supposés pre- 
miers entre eux, on peut faire 

ay — bx ^ if 

et, en appelant q le résidu minimum de ax-h ihy par 
rapport à /?, on voit que q^ -\~ 1 est divisible par /;. 



P 
comme dans le précédent théorème , 



Cela posé, réduisons - en fraction continue, et soient, 



m m' 



n n 

deux réduites consécutives telles, que n<^ sjp^ et n'^ \Jp^ 
on a, comme plus haut, les deux inégalités 

n^<Cp', 

ajoutant la première de ces inégalités avec le double de 
la seconde, il vient 

[nq — mpY •+• 2 «^ <<[ 3/>. 

Mais le premier membre est divisible par /?, puisque 
^' -+- 2 l'est, il est donc égal à p ou à 2/7. Dans K* pre- 
mier cas, p est la somme d'un carré et du double d'un 
carré. Supposons que l'on ait 

9.]) — nq — wy/' -h 2/?-, 

cette égalité exige (pie nq — inp soit pair, el , <mi divisant 

par 2 . on a 

/ nq — mp \ • 
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Donc , dans tous les cas, p slIa forme a* -f- ai*. Ce qu'il 
fallait démontrer. 

Théorème V. 

Tout nombre qui dii^ise la différence entre un carré et le 
double d'un carré est lui-même la différence entre un 
carré et le double d'un carré. 

Supposons que p divise 

± («' -- 2 b'), 
il divisera aussi , quels que soient x et y, 

{a^ — 2 b^) {x^ — 27 ■^) ou (ax -f- 2 bj-y — 2 [ay — bxy. 

On peut déterminer les entiers x et j^ de manière qu'on 

ait 

a y — bx = ly 

et, en désignant par q le résidu de ax -^ by^ on voit 

que p divise 

<7' — 2. 

Cela posé, réduisons - en fraction continue, et dési- 
gnons par 

m m' 



' ~Tf 



n n 

deux réduites consécutives telles , que n <^^p ^ mais 
n* ^ s/p, on aura, comme précédemment, 

{nq — mpY <:^p, 
in} <^ ip ; 

d'où il suit que la différence 

in} — [nq — mpf 
est inférieure à 2/;, et, comme elle est divisible par /;, et 
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que d'ailleurs elle est positive, on a 

p z= '}.n'^ — [nq — fnpy. 

Ce qu'il fallait démontrer. 

Nous avons admis comme évident que in^ — (tiq — mpY 
est positif*, car, si le contraire avait lieu , on aurait 

[nq — mpY — 2n^ <^p, 

ce qui est impossible, puisque le premier membre est, 
par hypothèse, divisible par ;;, et qu'il ne peut évidem- 
ment pas être nul. 

Théorème VI. 

Tout nombre qui dii^ise la somme de quatre carrés pre^ 
miers entre eux est lui-même la somme de quatre 
carrés. 

Supposons que p divise 

A^ -h B' -h C» 4- DS 

et soient a, é, c, /i les résidus minima , compris entre o 

et -, de A , B, C , D, qu'on peut prendre avec le signe -|- 

ou — \ p divisera 

Posons 

rt, i, c, déxxni moindres que -, on aura pp' <C 4 ( -) 'O" 

P'<P- 

m 

Si Ton avait p' = i^ p serait la somme de quatre carrés, 
et le théorème serait démontré; supposons donc p'^i. 
Comme p' divise a* -^ b* -h c^ -f- rf", il divisera aussi 
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et si Ion Jéu»rmin<î a, o, y, â de inanîènî que chacun 
de ces carrés soit moindre que ~, on pourra écrire 

(2) (a — up'\'-h- '.b-f.p'Y-h'c — yp'Y -h [d-^ Sp'Y = p' p", 
avec 

p"<p'- 

Multipliant ensemble les équations (i) et (2), et se servant 
de l'équation (2) du théorème II, il vient 

(rt^— by -|-c6 — rfa)>'*-f-(«7 4- bè — col — d^f p'^ 

-h [a^— boL'-^cd-hdyYp'^ 

_j_ [rt'-h /;' -h r* -h ^/» — [aoL -\'b^-hcy-hdâ)p'Y=pp"p"i 

divisant par /;'*, et ayant égard h Féquation (i), on a 

[aS — by -hcfi— daV + [ay -h b§ — c^l — d^)' 
^ [a^ — ba— câ-hdyY -|- { /; — ^ a — ^6 — C7 — d^Y = PP" ^ 

ou, pour abréger, 

(3) a'' -h b'^ -+- c^ -j- d" =pp". 

Celte équation (3) a la même forme que (1), seulement 
//' est <^ p' . Si l'on a p" = 1 , Téquation (3) montre que p 
est la somme de quatre carrés, et le théorème est dé- 
montré. Sinon , en opérant sur l'équation (3) comme 

nous avons fait sur Téquation (1), on obtiendra une nou- 
velle équation de la forme 

a"^ 4- b"' -h r''' -h d"' = ;>/>*', 
OÙ 

p'" sera < y/' ; 

et Ton peut continuer de cette manière jusqu'à ce qu'on 
obtienne une équation de la forme 

ce (|ui arrivera nécessairement , puisque h*s nombres 

/ // //' 

P y P y P 
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sont des entiers qui vont en décroissant; d'où il suit enfin 
que le nombre p est la somme de quatre cari*és. 

Théorème VII. 

Tout nombre jyreinîcr /\n -\- i est la sonuru^ de. 

deux carrés. 

Première démonstration, — Soit p un nombre pre- 
mier 4 'ï H- ï 7 la congruencï» 



.r ' -h I ^=^ o (inod. p) 



p — I 



a racines; désignons par ç Tune d'elles, on a 

</'" H- I ?==o (iwod.p), 

d'où il suit que p divise la somme de deux carrés, et est , 
par suite, la somme de deux carrés. 
- Seconde démonstration. — On peut aussi déduire ce 
théorème de celui de Wilson. En efïel, par le théorème 
de Wilson, p divise la somme» 

mais les nombres 

sont respcctivemeni congrus à 

suivant le module p\ doue le produit des premiers est 
congru au produit des seconds. D'ailleurs le nombre des 
facteurs étant pair, on peut changer leurs signes, et Ton a 

(i .2.3. . . 2/i)^-h I ==^o \nnH\. p); 

p divîsiî ainsi la somme de deux carrés , et , par consé- 
quent , est lui-même la somme de deux carrés. 

22 
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Remarque. — Un nombre de la forme 4'* -h 3 ne peut 
ùtre la somme de deux carrés. En effet, tout carré pair a 
la forme 4'^ ? ^t to^*^ carré impair la forme 4^4-'; par 
conséquent, la somme de deux carrés a toujours l'une des 
deux formes ^n et^n-h i* 

Corollaire. — Si un nombre composé ne contient que 
le facteur premier a et des facteurs premiers de la forme 
4 w -h I, il est nécessairement la somme de deux carrés; 
et réciproquement, si un nombre composé est la somme 
de deux carrés, il ne contient que des facteurs premiers 
égaux à 2 ou de la forme 4'* H-i • 

• Théorème VIII. 

(n nombre premier ^n -h i n'est la somtne de deux 
carrés que d'une seule manière. 

iNous allons faire voir que si un nombre impair p est 
décomposable de deux manières différentes en deux car- 
rés, p ne peut être un nombre premier. Supposons, en 
effet, que l'on ait 

I) t:^ n' H- b^ = c' -4- (i\ 

a et h étant différents de c et d-^ p étant impair, des deux 
nombres a et A, ou c et t/, Tun est pair et l'autre im- 
pair. Nous supposerons a et c pairs, h et d impairs. Cela 

posé , on a 

a' — c'' = ft' -^ b\ 

ou 

a -\- r d — /; 

d -\~ b a — r 

A 
Désignons par —-la valeur de la fraction irréductible équi- 
valente à chacune des précédentes, on aura 

^i -f- 6' rrr 2 p A , r/ -f- /> = 2 p B , 

d' — />=:aXA, a — c = 2>B5 



V:. 



VINGT-CINQUIÈME LEÇON. X\y 

p et X étant dos nombres entiers; par suite, on aura 

Z»=rpB->A, r/=pB-f-AA, 

et, par conséquent, 

/? = (pA-h>B)'4-(pB — XA)', 
OU 

/.r=(pM-V)(A»^.B'). 

yt; n'est donc pas un nombre premier, puisquHl admet les 
deux diviseurs p* -|- X* et A^-f-B*; donc un nombre 
premier ne peut être la somme de deux carrés que d'une 
seule manière. 

Remarque. — Un nombre composé peut être la somme 
de deux carrés de plusieurs manières. 

Soit, par exemple, le nombre p produit de deux nom- 
bres premiers ^n-h i , Tun égal à rt*-f-i*, l'autre à 
c' 4- rf*, on aura 

p = {a'-h b^) [c'- 4- ^0 = ("^ + ^^^y -^ (^^ — f^^T 
= \ad H- bcf -h (ac — bd)\ 

et notre nombre p se trouve ainsi décomposé en deux 
carrés de deux manières qui seront , en général , diffé- 
rentes. Ainsi 

65 = 64 -h I = 49 + ï^- 

Théorïcme IX. 

Tout nombre premier de l une des formes 8 w -|- i et 
8 /i -|- S, est la somme d*un carré et du double dUtn 
carré, 

i'\ Soit p un nombre premier 8// -I- i . La congruence 

'J.9 . 
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a OU /\n racines, puisque son premier membre tli- 

vise .r''~* — i , et en désignant par q Tune de ces racines, 

on a 

/y'" -h I ^o (mod./7), 
ou 

(^y"— i)'4-27'"^o (mod./?). 

On voit donc que p divise la somme d*un carré et du 
double d'un carré, donc (théorème IV) p est lui-même . 
de la forme «' -f- ai*. 

9.*^. Soit p un nombre premier 8/^4-3, p divisera 



(2'"-+-' — i) (2/"-^' -H I ,., 



d'après le théorème de Fermât. Or le premier facteur 
'>..2*" — I est la différence entre un carré et le double 
d'un autre; donc s'il était divisible par p, p aurait la 
forme ( théorème V ) 



mais cette forme ne peut appartenir à aucun nombre 
8/i -h i5, les carrés ayant la forme f\ n i^w. /\ n -\- \ : d'où il 
suit que /> ne peuldixiscr 2*'"^* — i; il divisera donc l'autre 
facteur 

2.2'" -f- I 

qui est la somni(* d'un canv cl du double d'un carré, et, 
par conséquent, /; aura aussi la forme 

rt' 4- 2 A-. 

Remauque I. — En combinant ce théorème avec le théo- 
rème VU , on voit que tout nombre premier de la forme 
Sn-\- i a en même temps les deux formes //' -+- b* et 
a* -h 20*. 

Remarqve II. — Aucun nombre 8// -f- 5 ou B/i-h? 
ne peut être de la forme a* -f- 2 e*. 



Théorème X. 

Quel que soit le nombre premier p, on peut toujours 

froui^er deux entiers t et u compris entre o et -9 et tels, 

que 

?'-!-«' -4- I, 
soit dis^isible par p . 

Ce théorème se trouve démontré par ce qui précède, 
si/^ =4 /*-+-! ; car, dans ce cas, il divise un nombre^*-}- 1, 
qu'on déduit de la forme précédente, en faisant « = o, 
u = q. 

Il en est de même si p = 8 « -I- 3 ; mais nous allons dé- 
montrer généralement le théorème pour tout nombre pre- 
mier /^ = 4 /* -h 3 . 

On a vu, dans la vingt-quatrième leçon, que, parmi les 

racines 

I, ?., 3,. . ., y; — I 

de la congrucnci; 
i) r/'-' ^ I (mo<i. />»;, 

il y en a (|ui appartiennent :\ 



.r - ^ I inod. /;), 



et ' a 

9. 



(3) . ^ 

Les racines de la congruenr('(.2) sont résidiKs (|uadrali(|ucà 
par rapport kp\ au contraire, celles de la coiigrueiH e (3) 
sont non résidus (iuadrati(|ues. 

Cela posé, comme le premier Icrnu' de la suih* 

1, ?. , 3,. . ., /. I 



342 VIKGT-CIWQUIÈME LEÇOUr. 

est résidu quadratique , et qu'il y a autant de résidus que 
de non résidus quadratiques , il y a nécessairement dans 
cette suite un résidu a suivi d'un non résidu â + 1 . Posons 



d'abord 

(4) (i^t^ (iiiod. /)); 

ensuite r/ -h i , étant non résidu quadratique, satisfait à la 

congruence (3) , et , comme est impair , puisque 

p =z ^u -f- 3 , on a 



»— i 



. — a — i) * =1=1 (raod. /?); 

d'où il suit que — a — i est résidu quadratique: on peut 
donc poser 

(5) — a — I ^ ti^ (mod. p). 

Ajoutant les cougruences (4) et (5), il vient 

r' -f- «' -h I ^ o (mod. p). 

Ce qu'il fallait démontrer. 

Théorème XI. 

Tout nombre premier est la somme de quatre ou d'un 

moindre nombre de carrés. 

Car tout nombre premier divise une somme de trois 
carrés i* -h «* -f- 1 , laquelle est comprise dans la forme 
plus générale a* -|- è^ -|- c* H- û?*. On peut donc dire que 
tout nombre premier divise une somme de quatre carrés, 
et, par suite, en vertu du théorème VI, tout nombre pre- 
mier est la somme de quatre carrés, ou d'un moindre 
nombre ^ car quelques-uns de ces carrés peuvent êin* 
nuls. 
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Théorème XII. 

T(Hit nombre entier est la somme de quatre ou d'un 

moindre nombre de carrés. 

En elFet, tous les facteurs premiers impairs d^un 
nombre entier sont de la forme 

il en est de même du facteur premier 2. Pai* conséquent , 
en vertu du théorème II, le produit de tous ces facteurs 
premiers, c'est-à-dire le nombre proposé, a aussi la form<' 

«' -+- /'- -h c'4- ^'. 
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Des équations irréductibles dont deux racines sont tellement liées entre 
elles , que Tune puisse s'exprimer rationnellement par l'autre. Sur la 
réRohitir>n de ces équations. 



Nous avons déinorilré, dans la vingt-deuxième leçon, 
rimpossibililé de résoudre algébriquement les équations 
générales de degré supérieur au quatrième. Mais une 
équation de degré quelconque, dont les coefficients ont des 
valeurs particulières déterminées, peut , dans certains cas, 
être résolue algébriquement (*). Ainsi, les équations aux- 
quelles conduit le problème de la division du cercle en un 
nombre premier de parties égales sont toujours résolubles 
par radicaux, comme M. Gauss Ta établi dans ses re- 
cherches arithmétiques. Ces équations ont cette propriété, 
que chaque racine peut s'exprimer rationnellement par 
l'une quelconque des autres (rcy^ez treizième leçon) . Abel, 
en partant de cette remarque, a fait voir que, si deux ra- 
cines d'une équation irréductible sont tellement liées 
entre elles, que l'une puisse s'exprimer rationnellement 



( * ) Gallois a donné la condition nécessaire et suffisante pour qu'uni; 
équation irréductible de degré premier soit résoluble par radicaux. 
Journal de Mathêmaliques pures et appliquées, tome X). Mon ami 
M. Liouville m'a annoncé l'intention où il était de publier un jour des 
développements relatifs à ce remarquable travail. Ce n'est que par ces 
développements, dont M. Liouville a bien voulu me communiquer une 
partie , que je suis parvenu à comprendre certains points du Mémoire de 
Gallois, dont la lecture ne peut être abordée que par les géomètres qui se 
sont occupés d'une manière toute spéciale de la théorie des équations. On 
voit par quelle réserve je suis empêche <lc présonlor iri la découverte «U 
Gallois 
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par l'autre, on peut toujours ramener, la résolution do 
I équation à celle d'équations de degrés moindres. Il y a 
même des cas où l'équation est résoluble algébriquement ; 
cela arrive en particulier si son degré est im nombre pre- 
mier. 

Nous allons exposer ici ces recherches d'Abel , et nous 
ferons ensuite l'application de sa méthode aux équations 
de la division du cercle en un nombre premier de parties 
égales. 

Des équations irréductibles dont deux racines sont tel- 
lement liées entre elles ^ que l'une puisse s'expt^imer 
rationnellement par Vautre. 

Lemme. — Si J(x) = o est une équation irréductible, 
V(x) une Jonction rationnelle, et que V équation F(j:) = o 
adniette une racine x^ de f[x) = o, elle admettra aussi 
toutes les autres. 

Soit, en effet, 

(p et ^p désignant des fonctions entières-, la racine x^ sera , 
par hypothèse , commune aux équations 

/.r) = o, y(^) = o; 

et cela exige que le polynôme (p(.r) soit divisible par /'(.i ), 
car autrement il y aurait un diviseur commun à ces po- 
lynômes, et l'équation /(.r) = o ne s(>rail pas irrcMluc- 
lîble. Soit donc 

on aura 

CI f .i" ' 

I 

«•l , par consfNpu'.nl , I équation V [x) =. o admrthn loulrs 
l<\s racinCvS dr / (.r) -- o. 
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Soie mainlenaiit 

(I) /W = o 

une équation irréductible de degré fx^ ei, supposons que 
deux racines x' et Xi soient liées entre elles par l'équa- 
tion 

o\x6x désigne une fonction rationnelle de x et de quan- 
tités connues, x' étant racine de l'équation (i), on aura 

d'où il suit que x^ sera racine de Téquation 

(2) /(Ô-r)=:o, 

/ 

et, par conséquent, cette équation (2) admettra toutes les 
racines de l'équation (i),car celle-ci est irréductible, el 
f(Ox) est une fonction rationnelle. En d'autres termes, 
si .r désigne une racine quelconque de l'équation (i), Ox 
sera aussi racine de celte équation. Mais Oxi est racine de 
Téquation (1) ^ donc OQxi le sera aussi, ainsi que 966xi^ el 
généralement, en répétant sur Xi un nombre quelconque 
de fois l'opération désignée par 0, on obtiendra toujours 
une racine de l'équation (1). 
Soit , pour abréger, 

00 JT, =r 0'^,, OO'.r, — O-.r, , OO'.c,, = 0*u;, ,. . ., 

tous les termes de la seiic 

(3) •/-•, , O.-r, , O'.r, , 0-a:, , . . . 

seiont des racines de l'équation (1). Mais la série (3) ren- 
ferme une infinité de termes, tandis que Téquation (i) 
n'a i|ue // racines^ il faut donc que quelques-unes des 
quantités (3) se troiiveni répétées un nombre infini de 
fois. 
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Supposons, par exemple, que Ton ait 

ou 

©"(©"jc,) — G'"jc, = o, 
Inéquation 

6",r — jc = o 

a la racine 6'"Xi commune avec l'équation (i); elle ad- 
mettra donc toutes les racines de Téquation ( i ) , et Ton 
aura 

V JC[ JC\ ^^ O j 

ou 

V JC^ "^^n X\ . 

On tire de là 

ê 

d'où il suit qu'à partir du n**"*' les termes de la série (3) 
se reproduiront dans le même ordre, et que cette série ne 
contiendra que ces n quantités distinctes 

(4) x^^ 9j;, , O'x,, . . ., e"-'j:,. 

Ces 71 quantités seront, en eflët, distinctes, si n est le 
nombre de fois qu'il faut répéter sur Xx Topératioii dési- 
gnée par Q pour reproduire Xx . 

Si Ton a fx = /^ , la série (4) contient toutes les racines 
de Téquation (i)^ ce cas est celui de l'équation 



.i-«-» ' — I 



X I 



= o 



o\x II -\- i est un nombre premier, ainsi que nous I avons 
établi dans la vingt-quatrième leçon. 

Supi>osons ^a^ «, et soit x^ une racine de T équation ( i ) 
qui ne fasse pas partie de la série (4), on fera voir, comme 
précédemment, que toutes les quantités 

5) r,, 0.r,, .f., . . ., 0" 'jc.,. . 

sont également laciiies de ré(|uatiorï (i). Or \r dis cpir. 
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dans la série (5), les n premiers termes 

sonl les seuls qui peuvent être différents. En effet, l'équa- 
tion 

Ô"x — XZ=z o 

admet la racine Xi de l'équation (i); donc elle admettra 
toutes les autres , et Ton aura 

d'où 

Par conséquent, les termes de la série (5) se reproduiront 
dans le même ordre, à partir du w'^'"*, et les seuls de ces 
termes qui peuvent être distincts sont renfermés dans la 
série (6). 

Je dis maintenant que les termes de la série (6) sont 
(îffeclivement différents entre eux, cl distincts des quan- 
tités (4). 

L'égalité 

où k et i sont inférieurs à //, est effectivement impossible; 
car, d'après le lemme établi au commencement de cette 
leçon, elle entraînerait 

te qui n'a pas lieu, puisque les quantités (4) sonl dillc- 
rentes. 
1 /égalité 

est (le même impossible. Si , en effet, elle avait lieu, il en 

résulterait 

0" *0'.r;, =: 0«-*Ô**.r,, 



on 



un k J-/ ,. û/i ,. — — -,. 
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et , par conséquent , Tj ferait partie de la séries (4)* t-<^ qtii 
est contre l'hypothèse. 

Le nombre de racines de Téquation (i) renfermées dans 
les séries (4) et (6) est 2/1, on a donc nécessairement 
|ut = a w ou |!x ^ 2 w . 

Supposons ^^ in^ et désignons par x^ une racine de 
l'équation (i) qui ne fasse pas partie des groupes (4) 
et (6); en raisonnant comme précédemment, on formera 
un troisième groupe de n racines 

• «73 ^ V (4/ j • vif ÛI7-) • • • • • V ajl7;{ • 

toutes distinctes et différentes des quantités (3) et (6) ; 
d'où il suit nécessairement que l'on a |ul = 3/* ou fx ^ 3 //• 
En continuant ainsi , on verra que les /m racines de l'é- 
quation (i) peuvent être partagées en un certain nom* 
bre ni de groupes composés chacun de n termes , en sorte 

(fue 

fA = mn, 

Les racines de l'équation (i) seront alors 

/ «Z^i } w«^| ^ / JO ^ f • • • j V i^^i y 

.37 j ^ vJT^) ■* ^7 y • ••? ^ '^'1 « 



\1) 



\ 



•^ni j "-^m > "'•^'m? . . . , •'^/w. 



(Considérons Téquation de degré n ayant pour racines 
les racines de Tun d<» ces groupes, du premier, par exem- 
ple, et soit 

OU 

8> .r* H A ; .i-" ' -f A ; .r"- ^ -H . . -4- A',. , .*• -f-- A,'. ^ o 
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cette équation. Les coefficients 

A' A' A' 

sont des fonctions rationnelles et symétriques des quan- 
tités 

et ne dépendent, comme on va voir, que d'une seule 
équation du degré m. 

Soit, en effet, /i une fonction rationnelle et symé- 
trique quelconque des quantités 

[g] JT, , ÔJ7, , ô'j:, ,. ., ô""~'.r, ; 

ôx,, 0*^1, otc, étant des fonctions rationnelles de Xi, 
Yi le sera aussi , et nous poserons 

F désignant une fonction rationnelle. En outre, à cause 
de 6"JCi = JCi, les quantités (9) ne feront que se changer 
les unes dans les autres si Ton remplace x^ par 0Xi, 
ô'Xi,. . ., Ô^-^J?!, et comme 7, est une fonction symé- 
trique de ces quantités, sa valeur sera invariable par ces 
changements; on aura donc 

Désignons par 

les valeurs que prend >i quand on y remplace Xj succes- 
sivement par 

on aura 

y, = F{x,) = F[Qx,) = ¥{B'x,) =2.,.= F(Ô«-'.r,), 



/^ = Y(x„,) = F(e.r„) := F((Px„^ r=r . . . = F(9"-' J-^). 



VÏNGT-SIXIKME hV.ÇOS . \\'ô l 

Soit niâiiiteiiant 

(r — /.) {y — /•-•) • . • ( r — r«) = o » 

ou 

réquation qui a pour racines 7^1 , j^j, . . . , J„^ -, je dis que les 
coefficients pi, ^j, etc., de cette équation peuvent être 
exprimés rationnellement par les coefficients de Téqua- 
tion proposée (i). On a, en effet, quel que soit l'entier ^, 

rt = - { [F(x.)f ^ f F(0x.)f -+-...+ [ F(0«-' x.)f î , 

.ri = r I [ f (■'^.)]^ + [F (9* jf + . . . + [F (0"- .r,)f I , 



et , en ajoutant, 

le signe ^ dn second membre s'étendant à toutes les ra- 
cines de l'équation proposée , ce second membre est donr 
une fonction symétrique et rationnelle do toutes ces ra- 
cines^ d'où il résulte que les sommes de puissances sem- 
blables des racines de l'équation (10) peuvent être expri- 
mées rationnellement par les coefficients de l'équation 
proposée. On pourra donc aussi exprimer de la même 
manière les coefficients /?,, p^^ etc., comme nous l'avions 
annoncé. 

La fonction rationnelle et symétrique > j des quanti- 
tés (9), qui peut craillinirs être choisie à volonté, dépend 
donc dii'cctement d'inir ('^qualion de de^ré ///. D'ailleurs 
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les fonctions 

sont des fonctions semblables; car elles peuvent toutes 
être considérées comme des fonctions rationnelles de la 
seule racine x, . On pourra donc exprimer 

A ' A ' A ' 

en fonction rationnelle de 7, . 

Nous sommes ainsi conduits à Tune des applications 
les plus importantes de la théorie des fonctions sem- 
blables , que nous avons développée dans une précédente 
leçon; mais, comme cette théorie est sujette à quelques 
cas d'exception , il ne sera pas inutile d'entrer, avec 
Abel , dans le détail du calcul des coefficients A', , A ^ , etc. 

Désignons par ^(x^) l'un quelconque de ces coeffi- 
cients; ^ est une fonction rationnelle qui ne doit pas 
changer quand on remplace x^ par 6x^ , 6' r, , . . . , 0"~* Xi, 
puisque ^p(j:i) est, comme ji, une fonction symétrique des 
quantités (9) ; et il en sera de même de la fonction 

jr]^{.T,) OU [F(.r,)|^-^(.r,). 
On aura donc 

(m remplaçant Xi successivement par Xj, :*^3, . • . , x,„, on 
aura des expressions semblables pourj^ ^(-^j) 9 • • • î. V^ ^(^Jj 

i»t si Ton pose 

(iij ^; =x] +(^.) -^-r^' ^K-^'2) -f-. . .-^.ri^K.r^), 



on aura 



'^ = ^'^[F(^)\'^{^h 



■«_ 
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le signe ^^ s'étendantà toutes les racines de l'équation (i). 

On voit , par là , que t^ est une fonction symétrique et 

rationnelle des racines de Téquation (i), qui pourra, par 
conséquent, s'exprimer rationnellement en fonction des 
quantités connues. 

Cela posé, en donnant à X les valeurs o, i , 2 , 3 , . . . , [m — i ) , 
Téquation (11) donnera les suivantes : 

dont les seconds membres peuvent être considérés comme 
connus. 

Pour avoir la valeur de ^ (a:, ) , ajoutons les équa- 
tions (12) après les avoir respectivement multipliées par 
les indéterminées 

et faisons, pour abréger, 

(i 3) ? ( r ) = r*"- ■+- R/n-:^ r •"""' + . . . + R. r -H Ro , 

on aura 

= ^oRo + ^1 R| -f" • • • "+■ ^m— a Rm— 2 "h ^«i— i » 

vl si Ton détermine les facteurs R©, Ri, etc., par les 
conditions 

.>3 



:^54 

on aura 

(i4) •H^.) = 



VlJSGT-SlXiEME LEÇOIV. 



^0 Ru H- ^i Ri -h ... + /jw-a R/fi— 2 ■+- fni~\ 



?(r.) 



Cherchons maintenant les valeurs de Rq, R,, etc. D'après 
notre hypothèse, Féquation 

doit avoir pour racines Jt^J^, . • . , /m? mais ces racines 
appartiennent aussi à Tëquation (lo) , qui admet en outre 
la racine )i, on aura donc 



• yi.r) = 



r'^'hPiX 'hptf'"-'-h . .. -hPm-xjr-hpm 



X — y 



■ m- I 



i5)/ 






j""-' -h/h 






■ m— 3 



■+- pm-i y 
-h 



pyy 



,,«— î 



\ 



+ y , 



-m— I 



Comparant les valeurs '^ ( > ) données pai* les équations (i3l 
(\\ (iS) , on trouve 



(i6) 



R;„_, =/?, -j-^, j, -i-rî, 



On tire aussi de l'équation (i5) 
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vl en f'aisanl, pour abréger, 

T„ = Upm-y -h f, Pm-.-: -f . . . -j- tm-,px H" t^-y , 



J m— 1 ^^^ *o> 

on aura cette valeur de '^ (.r, ) , 

T^.y- H- T„_,j^7-^ + . . . + T, j, To 



La formule précédente n'est en défaut que si le dénomi- 
nateur du second membre est nul. Or je dis qu'on peut 
toujours faire en sorte que cela ne soit pas. En effet, ce 
dénominateur est égal au produit 

et pour qu'il soit nul , il faudrait que Tun des facteurs le 
fût, que l'on eut, par exemple. 

Cela posé, prenons pour } , la fonction 

' j,=:(a — .r,)(a — Ox.) (a — Ô^r.) . . . (a — 0«-'.r ), 

a étant indéterminé^ l'équation y, =7/, ou 

(a — .r, ) (a — 9^,). . . = (a — .r/;.) (a — Oxi). . ., 

ne peut avoir lieu, quel que soit a, à moins d être iden- 
tique^ ce qui est impossible, puisque les quantités x^^ 
9xi^ etc., sont différentes de .Tj, 6x,, etc. D'où il suit 
qu'en choisissant yi comme il vient d'être dit, l'équa- 
tion (17) donnera pour ^ (x^) une valeur déterminée. 

Les coefficients A', , A', , etc., do Téquation (8), peuvent 
donc s'expriniei* rationnellement par une même fonction 

•/3 
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Yx dont la valeur dépcMu! d'une équation du degré /w; et 
si dans ces coeflicients on remplace ji successivement par 
Ji'i y^^ • • • îJKm? <^'^ SLVLVSL m équations du degré ri , dont les 
racines seront respectivement 

•*| y 'JJU\ f • • . y V ** ï 






D'où il suit que l'équation proposée peut être décomposée 
m m équations chacune du degré // , dont les coeUîcients 
sont respectivement des fonctions rationnelles d une même 
racine d'une équation du degré m. 

Cette dernière équation n'est pas en général résoluble 
algébriquement, quand son degré surpasse le quatrième; 
mais l'équation (8) et les autres semblables le sont tou- 
jours , en supposant connus les coefficients A| , A'[,ol('., 
comme nous le démontrerons dans la leçon suivante. 
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Ilésolution algébrique des équations dont toutes les racines peuvent être 
représentées par x^Bx, O^x,..., a:, barétant une fonction ration- 
nelle de X et de quantités connues, telle que xz=.x, — (las où les 

quantités connues de y et de 6 sont réelles. — Simplification pour les 
oquations dont le degré est un nombre compose. 



D'après la théorie exposée dans la leçon ])récédenle , si 
deux racines d'une équation irréductible de degré a = nm 
sont telles, que l'on puisse exprimer rationnellement Vunv 
par l'autre, Téquation se décompose en m équations du 
degré n dont les racines peuvent être représentées par 

et dont les coefficients sont des fonctions rationnelles res- 
pectivement d'une même racine d'une équation de degré /// 
Si l'on a 7W = I , et par suite |ul = // , ce (jui arrive né- 
cessairement dans le cas de [x premier, les ul racines dv 
Técjuation proposée sont représentées par 



a— I 



û^x désignant luie fonction rationnelle de x el de quanti- 
tés connues, telle ((ue 

Toute étiualion (jui a celte propriété ptîut rire résolue 
algébriqueni«»nl : la démonstration de cet important théo- 
rème va iairr le hiijri rjr cette leçon. 
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liésolutiofi algébrique des équations dôht toutes les 
racines pem^ent être représentées par x^ Ox^ ô ' jc , . . . , 

Soit 

( ' ) /{<' = o 

une équation de degré ju, dont les raeines sont 

j: désignant une fonction rationnelle de x et de quantités 
connues, telle que 

et, par conséquent, 

Désignons par ol une racine quelconque de i 

_,a , 1 

wT' = I , 

i 

et posons, avec Lagrange, 

(4) \{x)~ /.t•-|-aô.^•-h«'ô^t•■^-. . .-+-a''^~'e'^~'xy^ 

je dis que la fonction ^(x) est exprimable rationnelle- 
ment par les coefficients de f{pc) et de ô(jr). 

En elfet, remplaçons x par 0'"x, dans l'équation (4)) 
on aura 

et, en ayant égard aux équations (2) et (3), 

=T (a" '"I" /.,: l-r/O.,- f x'9'x + ... + a'' ' ' O"' ' ' ^7).% 
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OU t'iiûii , à cause de a= i^ 

Doiluaut à m les valeurs successives o, i , 2, . . . , jui - 1 , on a 

«»l, par conséquent, 

«l'où il suit que ^(x) est une fonction rationnelle et symé- 
trique de toutes les racines de Téquation (i)^ elle pourra 
donc (Hre exprimée rationnellement par les coefficients 
de cette équation. 
Posons alors 

on aura 

x- -h aGx + a'O'x H-. . .-+- «' 9 x — if t", 



\' 



étant une quantité connue. Et si Ton désigne par 



I , a,, aj, . . . , a,^ 



les UL racines de Péquation 



a 
X' = I , 



par 

•'Uf »'. , «'2, . . . , «'y. , 

I 

les valeurs correspondantes de y^ on aura 

X H- 9 j: -h O'x H- -H ô"' ' .r == iVr,, , 

xH- a, ôx-f- a'O-'x -h H- a'*'"' 0^~'x= %/<•,, 

■.5) /x -f- ^?0x -I- a'O'x H- "^ ^f ' ^' ' ' ^=\*'^* 






~m — m -m — m 

l 



I ' 7 ' .1 / - / „ . î 



on trouve ainsi 



— A4-a^ y<'. -^aJ y ''a -f- • • • -f- « _^ y V 

(7) B'"j:z= — '• — , 

et Ton déduira de «cttc formule les valeurs de 0jr, 6*x,..., 

0' ~'.r,eu doiiuaiit à ni les valeurs i , 2 , 3, ... , (//^ — i)- 

Dans l'équation (6) et dans toutes celles qu'on déduit 
de l'équation (7), on doit considérer chaque radical 

y t^i, y t^s -)' ' ' 1 y ^/A_i •> comme ayant toujours la même 
valeur. Si on laisse à chaque radical toute sa généralité, 
Téqualion (7) ne diffère aucunement de l'équation (6), 
et cette dernière renferme l'expression de toutes les ra- 
cines. 11 y a même ici une diflicullé, car Téquation (6) 

donne pour x une expression qui a p/' ' valeurs, tandis 
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La quantité y ^^o est immédiatement donnée par l'équa- 
tion (i); car si l'on désigne par A le coefficient de .r**"' 
dans cette équation , on a 

Çi>, = — A. 

Eu ajoutant les équations (5), et ayant égard aux pro- 
priétés connues des racines a, on a 1 

- A -i- Çv, -+- \Jv, -h ... H- \f^,, 

(6) ^= ■ — : 

<ît 1 on aura généralement la valeur d'une racine quel- 
(!onque 0'" x ^ en ajoutant les équations (5) respectivement 
multipliées par 
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l'équalioii (i) n'a que [x racines. Mais nous avons déjà 
occasion d'indiquer comment on peut faire disparaître 
e ambiguïté, en remarquant que quand où. a fixé la 
;ur de Tun des radicaux, les autres sont par cela même 



ïrminés. 



désignons par a une racine primitive de l'équation 



osons 



a = I, 



a, = a , aj = a% x. =z cl\ . , . , cx.^_^ = a' , 

lura 

on change x en 6'".f, y ^^i n'éprouve d'autre change- 

it que d'être multiplié par a'^"'"; cela rcsulte immc- 
ement d'un calcul fait au commencement de cette le- 

, Pareillement yt^„ sera , par le même changement do 
i ô"'.r, multiplié par aV'""'"'; d'où il suit que le pro- 



</.;(f.)"" 



multiplié par a*^ '^ "^ = 15 c'est-à-dire qu'il n'éprou 
aucun changement. Si donc on pose 



V*'"(v*'') ~ '^ •''■' 



iiiin 

■ I I # • 



'/ ; 
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et, par consëqucut , 



r 



tf{a:'^ -i-(f{B.v) -\-, . ,-hf\^^ '-^Z • 



f (j) est donc une fonction rationnelle et symétrique des 
racines de l'équation (i) , et on pourra Texprimer ration- 
nellement par les quantités connues; en désignant par «„ 
sa valeur, on aura 



ou 

On pourra de cette manière exprimer chacun des radicaux 

V^2 , y ^'sî etc., en fonction rationnelle de y p»! , et Té- 
quation (6) prendra la forme 



-\ 7-1 



(«) 



< jUte expression de x a précisément fx valeurs, et repré- 
sente bien les (x racines de Téquation proposée. 

Il résulte de ce qui précède que si les |ui racines d'une 
équatioîi quelconque peuvent être représentées par 



/*-' 



Ox étant une fonction rationnelle telle que 9'' =Xy l'é- 
quation est toujours soluble par radicaux ^ ainsi que nous 
l'avions annoncé. 

Et en rapprochant cet énoncé du théorème démontré 
dans la dernière leçon , on a cet autre théorème : 

Si deux racines d *une équation irréductible de degré 
premier sont telles, que l'une puisse ^s'exprimer rationnel- 
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lement en fonction de Vautre^ V équation est soiuble 
par radicaux. 

Cas où les quantités connues defet de B sont réelles. 

Si tous les coefficients de y et de B sont réels , on a un 
théorème remarquable, que M. Gauss a établi le premier 
pour les équations dont dépend la division du cercle en 
parties égales. 

Nous avons posé précédemment 



et nous avons établi que p', est une fonction symétrique 
des racines de Téquation y (x) = o , par conséquent v^ 
ost exprimable rationnellement par les coefficients dey 
et de 0^ et si ces quantités sont toutes réelles, r, ne con- 
tiendra d'autres imaginaires que celle de la racine u. En 
outre, ^fjL-\ se déduit de ^'i en remplaçant a par l'expres- 
sion conjuguée a -, d'où il résulte que \^x el i^^_, sont 
des quantités connues imaginaires et conjuguées. On 
pourra donc poser 

( r, = M Icos o) -+- si — I sin w) , 
\ous avons aussi , en général , 

«»l , poui" n = u — 1 , 



f KO iV''! i/<V/-i =«//-.• 

^/v- 1 est (exprimable rationnellement par les cm*llirienl.s 
de / iM de ^/. elle ne piHil «loni* renfei nier d autres inia- 
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giiiaires que celle qui se trouve dans a. Mais il est évi- 
dent que a^_, ne change pas si Toa remplace a par oC^ 
qui est sa conjuguée-, donc a^^x est réelle. 

Des équations (9) et ( i o) on déduit 






fX—l ) 

et , ï»u désignant par a la valeur numérique de ay__i 

La piemièr(* des équations (9) donne alors cette vah^ur 

(le^, 

1/ (', := y/rt ( cos h V — 1 sin )^ 

^ \ f^ P / 

ei l'expression des racines r, donnée par Téquation (8), 
prend cette forme très-remarquable 

— A -h v<'H cos h y — 1 sm w --)- 2 a tt j 

f* / 

+ (/-^o V— I ) COS2 hv— »sm2 

\ V- f* / 

•r = - \ / N /-/ w-|-2X-7r y . &)-h2/-7r\)) 

(F-4-rjv/-»)v^( ^os3 h-V— ism3 



\ f^ P 



/ ^ / \/ ,w-|-2/-7r y . ,w+2X-7r\ 

iy;-+-isr.v-')(^*os4 hV-iSin4 



où a, /i g^, F, G, yi, ^1, etc., sont des fonctions ration- 



,, , 2 7r , .2 7: 

neJles de cos — et de sin — 



L'équation préccdenlc fera coiinaitre les a racines de 
l'[x) = o, vw donnai! I au nombre enlier h les a valeurs 
o, ï, 2 , i^, . . . , ;/. — I . De là lésullc* 1<' théorème suivanl. 
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Théouème. — Pour résoudre Véquatioîi (i) f{pL^ = o, 
// sujjit : 

1^ De dii^iser la circonférence entière du cercle en [k 
parties égales; 2'^ de div^iser ensuite un angle (ù en fx par- 
ties égales ; [V^ f l'extraire la racine carrée d*une seule 
quantité a. 

Remarque. — Les coefiicients dey* et de ô étant tous 
réels, si une racine de f{x) = o est réelle, toutes les autres 
le seront 5 puisque, si x désigne celte racine réelle, les 
autres racines sont 

Par conséquent, l'équation proposée a ses racines ou toutes 
réelles, ou toutes imaginaires. 

Simplification pour le cas ou le degré a est un nombre 

composé, 

La méthode qui vient d'être exposée pour la résolution 
algébriqu(î de Téqualion 

( I ) /{x) = o 

t;st applicable à tous les cas, que a soit premier ou non ; 
mais, dans ce dernier cas, on peut simplifier la solution. 
Soit IX z=z nui . Les racines de Téquation (i) étant tou- 
jours 

a—' 

.r, Oj:, 0' jt, . . . , 0' .r, 

nous pourrons les partager en ni groupes de la manière 
suivante : 

:2) 



• O" -'.r, 0-'" '.X-, 0'*-'.r,. . ., O'""-'^-; 
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OU, en posant, 

et 

G*" .r = 0, X , 

de la manière suivante : 



(>) 



Xiy "i JC2^ " I Xnj .... y •^'j« 



Kn appliquant donc à Téquation (i) la méthode exposée 
dans la leçon précédenle, on pourra la décomposer en m 
équations , chacune du degré n , qui auront respective- 
ment pour racines les divers groupes ("2), et dont les coeffi- 
cients seront des fonctions rationnelles d'une même ra- 
cine d'une équation 

(3) -i-W^^" 

de degré m. Soient 

X*"» J 2> • • • » Xm > 

les m racines de Téquation (!^), et 

(4) 'f{x, /,) — G, ff[X, X,) = O,. . ., cp(jr, y,n) = G 

les m équations qui ont respectivement pour racines les 
quantités du premier groupe (a), du deuxième, etc., du 
dernier. Je dis que, pour résoudre l'équation (i), il suffit 
de connaître une racine y de Téquation (3), et ensuite une 
racine x de l'équation 

(5) ^ {x, y) = G 

correspondante -, car on aura , de cette manière , une ra- 
cine X de l'équation (1), (ît les autres seront 

Oxy (J'x,. . ,, ô'"-'r. 
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I/équalion proposée (i) élaiil résoluble algébrique- 
ment, réquation (3) Test aussi -, car ) désigne une fonc- 
tion rationnelle de .r. Mais je dis de plus que Téqua- 
tion (3) jouit de la même propriété que Féquaiion (i), el 
que, par conséquent , on pourra lui appliquer la méthode 
de résolution précédemment exposée. 

En effet, les racines de Féquaiion (i), renfermées dans 
le premier des groupes (2), sont 

(6) .r, Ô"^, 9""x,..., O^"-' ""X, 

et y désigne une fonction rationnelle et symétrique de 
ces racines, c'est-à-dire une fonction rationnelliî de .r. 
Posons 

j = F(.r, 0"^, ô'^jr,..., OC'-'^-^-r) = F(^), 

les m racines )^,, ^2, . . . , y,„ de l'équation (3) seront 

F(^), F(ôx), F(O^r),..., F(ô'"-'.r), 
et l'on aura 

F(Oa') = F(ô.r, W'.v, 00"" .r,. . ., 00 î""'^'" j-;. 

Far conséquent, ¥[0x) el F(.r;) sont des fonctions ration- 
nelles et symétriques des quantités (6), et l'on pourra ex- 
primer rationnellement Tune par l'autre par la méthode 
des fonctions semblables rappelée dans la dernière leçon. 

Soit donc 

F(ôj:)=:>F(x) = A^-, 

X.ï' étant une fonction rationnelle de .r, on aura 

F(0».r;-:>F(Ojrj = A-j, 
F(e-»jr)=r>F(ô'.r) = Vj, 



FfO^-'-ry = XF(0*-'.r) = À—'.r, 
fl Ton >oil que les /// racines de IV>qualion (3) pourioni 
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Hre représeiuëcs par 

X désignant une fonction rationnelle telle que 'k'"y = y. 

L'équation (3) une fois résolue, y sera connu, et on 
pourra appliquer à l'équation ( 5 ) la méthode précédem- 
ment exposée , puisque ses n racines peuvent être repré- 
sentées par 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Si tx = mn, la résolution de V équation (i) est ramenée 
à celle de deux équations des degrés ni et n respectii^e- 
menty et qui ont la même propiiété que la proposée. 

Si n est lui-même un nomhre composé m^n^^, on ra- 
mènera, de la même manière, la résolution de l'équa- 
tion (^) à celle d'une équation en z 

(7) ■^^{^^r) = ^ 

de degré mj, et à relie d une équation en x de degré n^ 

(8) ?.(-ï^,.r, ^) = o. 

Dans l'équation ( 7) , j fait partie des quantités con- 
nues, et dans Téquation (8) il en est de même de y et de z, 
et, généralement, on a ce théorème : 

Théorème. — Si [1 = m^m^» . . /n„, la résolution de 
r équation (i) est ramenée à celle de n équations des 
degrés 

respectii^ementj et il suffit même de connaître une racine 
de chacune de ces équations, qui ont toutes la même 
propriété que V équation proposée. 

Corollaire. — Si, en décomposant p. en facteurs pre- 
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mierSy on a 

Pr y. Pot 

la résolution de Véquation proposée de degré jui se ra- 
mènera à celle de p^ équations du degré Sj, de p^ équa- 
tions du degré e^^. . ,^ de p^^ équations du degré e . 

Exemple. — Supposons que [x = 3(>, les racines de 

seront 

Comme 3o = 2 X iS, on prendra pour y une fonction 
rationnelle et symétrique des quinze racines 

y dépendra d'une équation du second degré 

{7) r»H-Ar-hB=:o, 

dont les coefficients seront immédiatement exprimables 
par ceux de la proposée*, on pourrait former ensuite 
l'équation du quinzième degré ayant pour racines x, 
ô'x, . . . , 0**ar, mais il est inutile de faire ce calcul : repré- 
sentons, comme précédemment, par 

cette équation, où 7 est une quantité connue. Comme 
i5 = 3 X 5, on prendra pour z une fonction rationnelle 
et symétrique des cinq racines 

jc, ô«j:, 0".r, 0'"x, 0''x; 

Z dépendra d'une équation du troisième degré 

(3 3' H- Cz' -H Dz -h E = o , 

•M 
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dont les coefficients seront des fonctions rationnelles de j 
et des autres quantités connues^ enfin on formera l'é- 
quation 

(4) X* -t- Fj:* H- G^ -4- Ha;' -^ Kx -4- L = o, 

ayant pour racines 

x, ô«j:, Ô"x, ô'«jc, ô'^o:, 

et dont les coefficients seront fonctions rationnelles de j et 
de z, La résolution de Téquation (i) sera ainsi ramenée à 
trouver une racine de Téquation (2), puis une de Féqua- 
lion (3), puis enfin une de Téquation (4). 

Autre manière de ramener la résolution de V équation (1) 
à celle d* équations de degrés inférieurs. 

Revenons au cas général , et supposons 

Désignons par /i^ , z/^, . . . , ^^o> les quotients respectifs de p 
par w, , //ij, . . . , m.(,if on aura 

Cela posé, on peut, d'après ce qui précède, décomposer 
ré([uation 

f{x) = o 

eu deux équations, des w manières suivantes : 

(j),(ar,j,) =r o ayant pour racines x, ô^ij:, 0""ia:,..., 

. , , ô ("i~= ) "1 j: , et dont les coefficients sont des fonctions ration- 

( \ 

nelles d'une racine /, d'une équation \|;, ( j,) = o de de- 
gré /;/,. 



(2) 



M 



VINGÏ-SEPTIÈMK LËÇOK . [\jl 

ffii^yf-i) = o ayant pour racines .r, d'^ix, Ô""i4?,..., 
Q (11,-1 )mj^^ et dont les coefficients sont des fonctions ration- 
nelles d'une racine 7, d'une équation •^.i{j'2)-=zo de de- 
gré /lïj. 



f«(«^>rw) = o ayant pour racines x, O^i^r, 0""wj:,..., 
0("w"')%ar, et dont les coefficients sont des fonctions ra- 
tionnelles d'une racine ^w d'une équation •^,^{yoi) = o de 
degré /Wo>. 



Supposons maintenant que /a/j, ///«,. . ., m,^ soient pre- 
miers entre eux, les équations 

?i («r, r.) = o , (p,(j:, jj =r , . . . , (p^^^(j:, r J = o 

n'auront que la seule racine x commune-, donc, suivant 
un théorème connu, on peut exprimer x rationnellement 
par les coefficients de ces équations, et, par conséquent, 
en fonction rationnelle de 7^,, j^s, . . . , ^ . Ces dernières 

quantités étant connues, on aura une racine de l'équa- 
tion (i), et, par suite, toutes les racines. 

La résolution de l'équation (1) est donc ramenée à 
trouver une racine de chacune des équations 

+.(r.) = o, ^,(x,) = o, . ^.,^JrJ = 0, 

qui sont respectivement des degrés mj, mj, . . . , m^. En 
outre, ces équations ont la môme propriété que la pro- 
posée, ainsi que nous Ta vous établi précédemment; on 
pourra donc leur appliquer la même méthode. Si Ton 
veut que ces équations soient les moins élevées possibles , 
et si , en décomposant fz en facteurs premiers, on a 



''• /» Pot 



U B, Sj . . .fi^ , 



•'•4 
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il faudra prendre 

P'i Pot 

Quant à la résolution de chacune des équations 

de degré e'', elle se ramènera à celle de p équations de 
degré e , ainsi que nous l'avons démontré. 

Corollaire. — Toute équation de degré 2'', dont les 
racines peuv^ent être représentées par 

peut être résolue à l'aide de p extractions de racines 
carrées. 
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Résolution algébrique des équations dont dépend la division du cercle en 
un nombre premier de parties égales. — Division de la circonférence en 
dix-sept parties égales. — Construction géométrique. 



Résolution algébrique des équations dont dépend la 
fUv^ision du cercle en un nombre premier de parties 
égales. 

Le problème de la division du cerele en un nombre m 
({uelconque de parties égales se ramène A la résolution 
de Tcquation binôme 

car, si Ton fait 

m 

on obtiendra les m rarines de ré(|ualion préré<lenle, en 
donnant à k les m valeurs 

G , I , 9. , 3 , . . (//i — n 

dans la formule 

z ir= cos f*n -f- ^ — I sin kn ; 

on connaîtra donc cosAa et sinA'</ lorsque Féquation bi- 
nôme sera résolue algébriquement. 

^ous avons vu, dans la treiziènu* leçon, que si /// est un 
fiombre composé, la résolution de Téquation (1) se ra- 
mène à celle d'équations d(* la même forme et de degré 
premier; nous supposerons donc /// premier et égal à 
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2fx-\' i. En divisant Tëquation (ï) par z — i, et posant 
ensuite 



I 
z H — = jc 

z 



elle devient (voir quatorzième leçon) 

( ^/* 4- x/*-' — (fA — l) ^/^-^ — (f* — 2)X 

.2) (^-.)(^.^3) ^^^ (fx-3) (fx-4) ,,,s^ ,,,, ^,. 



/A— 3 



1.7. I. . 2 

C'est de cette équation (a) que dépend directement la 
division du cercle en a/ix -+- i parties égales. Ses [x racines 
sont représentées par la formule 

2^7r 
.r = 2 cos = 2 ces Aa , 

2|X-f- 1 

dans laquelle on doit donner à A- les [x valeurs 

I , 2 , ô y . . . p , 

OU des valeurs qui n'en différent que par des multiples 
de 2|a -h I . 

Soit n une racine primitive pour le nombre premier 
2|ui -h i ; je dis que les u racines de l'équation (2) seront 

(3) 2 cos ri, 2cos/^^, 2 cos n^ a, ..., 2cosn^~^ a, 

U est évident que chacune de ces (jl quantités satisfait à 
Téquation (2) -, il suffit donc de démontrer qu'elles sont 
toutes distinctes. Supposons , s'il est possible , que deux 
de ces quantités soient égales, et que l'on ait 

/^ et <7 étant <; |!;i; on aurait 



VINGT-HDITIÈME LEï^^OW. '^rVi 



'in 



X désignant lui nombre entier. Mais a = , donc 

n9{nP-9±: i) 

2pt4- I 

serait un nombre entier; et comme s/ui + i est premier, 
et que /i <^ a/ui-j-i , il s'ensuit que 2fjt-{-i diviserait l'un 
des deux nombres nP'"f-\-i ou nf^'f — i; il diviserait donc 
leur produit 

or ceci est impossible, car 2p — 2(/ est <^ 2|Di, et n de- 
signe une racine primitive de 2yL-h i» Donc les quan- 
tités (3) sont bien toutes les racines de l'équation {2). 
Si maintenant on fait 

.r = 2 cos a y Ox = 2 cos na , 
on aura 

vi les racines de l'équation (2) seront représentées par 

on a, en outre, .'r=.t' ; car n étant racine primitive 

de 2/ui-l- I, on a 71^^ — 1 (mod. 2u -+- 1) -, enfin Ox est 
une fonction rationnelle de x , car cos nu est exprimable 
ralionnellemeut en fonction de eosrt. On voit donc que 
Téquation (2) est comprise dans la classe d^équations ({ue 
nous avons étudiée dans la dernière leçon, et l'on pourra 
la résoudre par la méthode que nous avons exposée. 

Ici, la fonction rationnelle Ox a pour valeur {voir 
quatorzième leçon) 

f.. ^ LL ... ' j," . -\- Ole. 
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En appliquant à Tëquation (2) les théorèmes de la 
leçon précédente , on obtient les énoncés suivants : 

I**. Si (Â = rrii nii ... m^, on peut diVwer la circon- 
férence entière du cercle en 2fjt -h i parties égales à 
l'aide de w équations des degrés m, , /w, , ... , m^ res- 
pectivement. Si les nombres ntiy tn^, ...,/« sont pre- 
miers entre eux, les coefficients de ces équations seront 
des nombres rationnels . 

2P, Si jx = 1^ ^ on pourra diviser la circonférence du 
cercle en ^tfx -\- 1 parties égales ^ à l'aide de co racines 
carrées. En d'autres termes , si 2(1 -h i est un nombre 

premier, et ix=zi^, on pourra diviser la circonférence du 
cercle eniyL-\-i parties égales, avec la règle et le compas. 

3^. Pour diviser la circonférence du cercle en i^l-^i 
parties égales , il suffit de diviser la circonférence entière 
en 2 [k parties égales, de diviser un arc , quon peut con- 
struire ensuite en 1^ parties égales , et d'extraire la ra- 
cine carrée d'une seule quantité 

Ce dernier théorème est dû à M. Gauss. Ce géomètre a 
prouvé , en outre , que la quantité dont il faut extraire la 
racine carrée est simplement le nombre entier 2 jut -f- 1 . 
Voici comment Abel le démontre : 

En désignant par p cette quantité, p est, comme nous 
avons vu, la valeur numérique du produit 



ou 



2 7r / . 2 7r 



a = cos h- V — ^ S*" 

On a donc 

li: p =r 4 (ros n-if OL cos na 4- a' ces ri^ a -{- ... -h a^~' C(« w-""' n ) 
X (cosrt + x'"~ ' cos/^f/ -+- a"-- cos n-a -h ... -f- acos n^-'^a). 
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En développant ce produit, on aura un résultat de 
la forme 

et l'on trouve facilement 

=4(cosacos/i'"fl -t-cos/î/ïcos/i'""^'«-+- . . . -+-cos/ï''*~"*~''"^/cos/î^~* a) 
-h 4(cos/î'*"'"acos«-j-cos/i'*~^"^'acos/irt 4- ... + ces «■'*"■'/? ces /i*"' «) . 
En se servant de la formule 

cos nPa CCS /i"'*"'' a = - ces [n^P a -f- nPa ) -t- - ces (n'^-^P a '-'nPa)y 

la valeur de f„, prendra la forme 

[cos(/i'"-H-i)/ï-hcos(/i'"-f-i)/ia-t-cos(/i'"-|-i)/ï'rt-|-. . .~| 
-t-cos(w'"H-i)/i'*~'a J 

[cos(/i'" — 1 ) rt -t- cos («" — i)/7a + cos(/i'" — i)/i'fiH-. , .1 
r 
-h cos (/i" — I ) n^^^ a . I 

ou, en faisant 

(tI*' -f- l) rt = rt', (/î" — l) « = rt", 

/;, = 2 cos a' -h 6 2 cos a' -h ô ^ 2 cos«' 4- . . . -+- ô'**"' 2 cos a 

-h 2COSél"-h Ô2COSél"4-0'COSrt"-f-. . .-hO"~'2COSrt". 

Cela posé, supposons d'abord que m ne soit pas nul; 
2COSrt' et 2cosrt" sont des racines de Téquatioii (2), donc 

2 cos a' =z 0\' et 2 cos «'^ = B'x, 
(>t Ton aura 



^ == {0\r -h 0^-^' .1; 4- ... 4- 0''-' ,v -h ./• H- 0.r 4- . . . -h O'"' .r) 
~h {O'.v-^ 0'".r -4-. ,.-4-0" -'.t -|-0.r.+- -j-O'-'.r), 



t... 
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OU 

f„= 2(.r-\- ^x H- ^'x -H. . .-*- ^^~'x)\ 

c'est-à-dire que t,„ est double de la somme des raeines de 
réquation (a) . laquelle est ^ale à — i , on a donc 

Supposons maintenant m = o, on aura 
.. = ?, 1 cos 2 a H- vo&7.na -h co%in*a H- ... -h ces 2 /î'*"' « J -h 2 a . 

Dr u cos p. a est racine de ré(|uation (2)^ donc, en faisant 

2 <*os 2 fi =T jr , 
on aura • 

/.. V. (r/.r-h O'^'^'.r -+-. . .H- 0''*~'.i:-f-x4- O.r f . . .-h 0''""'-rj -h 2 j/ , 

rt , par conséquent , 

/„ = 2 p — I . 

j.) après cela, la \aleur de ± c sera 

it p = 2fx — I — 2 ( a -t- x' I-. , . 4 a' ' I . 
D'ailleurs 



donc 

±p == 2fA 4- 1 . 

(!!e qu'il fallait démontrer. 

Hmsion de la cirvonjcrcncc en dix-scpt parties égales. 

Kn faisant wu. 4- i — 17 ou V ~ ^- ré(|uation (>) du 
paragraphe précédent devient 
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ri ses racines, comprises dans la formule 

jc =: 2 ces ï 

«7 

peuvent être représentées par 

(2) .r, Ox, ô'jc, ô=>x, B^jc, B^x, ©«x, ô'.r. 

La plus petite racine primitive de 17 est 3 (voir la 
Table des racines primitives, page 326), et les résidus par 
rapport h ij des puissances 

^0 ^\ "^7 53 Oi 2.S OB :i- 

•Jy *-'9 '-'9 ^'9 ^9 '9 ^9 *^9 

sont 

I, 3, y, 10, i3, 5, i5, 1 1 ; 

donc, en faisant, pour abréger, 

27r 

»7 
les quantités (2) seront 

2 ces û , 2 ces 3 rt , 2 cos 9 r/ , 2 fos ion, 
2 cos 1 3 /z , 2 cos 5 a, 2 cos 1 5 n , 2 cos 1 w/. 

Pour appliquer la méthode générale , il faut commencer 
par calculer une fonction rationnelle et symétrique ) des 
quantités 

2 cos a , 2 (ros 9 /7 , 2 cos 1 3 ^ , 2 cos ï5a . 

m 

Posons donc 

X = 2. cos « -h 2 cos 9^/4-2 cos 1 3 fl -+- 2 cos 1 5 ^ , 

1 dépendra d'une équation du second degré, dont les deux 
racines seront 

'3^ K = 2 cos fi 4- 2 ros 9 /i -f- 2 cos 1 3 r/ -\- 2 cos 1 5 f/ , 
( î) K, = 2 ros 3 // j 2 <'os I o (I -+- 2 «Oh 5fi -1 • 2 ros 1 1 fi. 
rrlic équation f\sl bien aisée ii former, car on a frabf»nl, 
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par réqualioii (i), 

(5) j-4-/i = — i; 

ensuite, en multipliant y parj^, transformant les pro- 
duits de cosinus en sommes à Taidedes formules connues, 
et ayant égard à Téquation identique 

ces (17 — m) a =z ces ma , 
on trouve 

. /2cosrt-f-2cos 1 3/14-2 cosgrt-j-acos ioû-h2cos i3a\ 

. /« H^ 4-2COs5rt -f-2COS l5r/-h 2COS I I rt / 

et, à cause de Tëquation (i) , 

(6) jr . = — 4 • 

L'équation en y sera donc • 

(7) j'-+-7-4=o, 

et Ton peut considérer comme connues ses deux racines 
y et y,. 

Maintenant les quantités 

2 ces a , 2 cos 9 // , 2 CCS 1 3 // , 2 ces 1 5 a 

sont racines d'une équation du quatrième degré dont les 
coefRcienls sont fonctions rationnelles de j^, et sur laquelle 
nous allons raisonner comme nous avons fait sur la pro- 
posée. Il faut, conformément à la méthode générale, 
chercher d'abord une fonction rationnelle et symétrique 
z des quantités 

2COS^, 2 COS l3^. 

Posons donc 

z r=: 2 cos fl -f- 2 COS I 3 tf , 

Téqualion eu z sera du second degré, el aura pour racines 

(8) a .— 2 cos a -\- 7. cos 1 3 a , 

(9) ?., r=: 2 COS Ç) tt -\- 7. COS I 5 </• 
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On a d'abord 

(lo) z-hzt = x, 

et en multipliant z par -Zj, on trouve, après avoir rem- 
placé les produits de cosinus par des sommes , 



zz 



(2 ces flr 4- 2 ces 3 « -J- 2 ces ga -h 2 ces i o « 4- 2 cos 1 3 a\ 
•+- 2 cos 5 rt -t- 2 cos 1 5 « -t- 2 cos 10 a / 



ou, à cause que la somme des racines de l'équation (i) 
est — I, 

(11) 33, =— i; 

l'équation en z sera donc 

(12) 2' — yz — 1=0. 

Enfin il ne reste plus qu'à former l'équation du second 
degré dont les racines sont 

2 cos a , 2 cos 1 3 a , 

et dont les coefficients peuvent s'exprimer en fonction ra- 
tionnelle de j^ et de -Z. Mais on peut simplifier ici l'ap- 
plication de la méthode générale. 

Considérons l'équation du quatrième degré, dont les 
racines 

2 cos 3 r/ , 9. cos 10^, 2 cos 5a , 2 cos 1 1 a 

ont pour somme j^,, et traitons-la comme nous avons 
fait de l'équation qui a pour racines les quantités dont la 
somme est y. On formera une équation du second degré 
ayant pour racines 

1 3' u = 9. cos 3 « -h 2 cos 5 a , 

( I 4) //, = 2 cos I O rt -f- 2 cos I I rt , 

et, en opérant comme prérédemmenl, on trouvera 
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(16) ««I = — i; 
cette équation en u sera donc 

(17) a' — ^,w— I = o, 

et les quantités // et Ui sont connues, ainsi que z et Zj 
Cela posé, faisons 



"O) 


.r = 2 cos a , 


(■9) 


5 ' 
X, — 2 cos I « , 


on aura d'abord 




(20) 


.r 4- X, — z, 


et ensuite 





JFX, = 4 COSrtT COS I 3 « = 2 cos 1 4 ^ "+- ^' COS I 2 ^/ 

= 2 cos 3 ^/ -♦- 2 COS 5 r/ 
OU 

(21) j:4:, = w; 

jf' et T, siiront donc racines de Téquation 

(22) x' — zx 4- tt = o. 

La résolution de Téquation (i) est ainsi ramonée à celle 
des équations du second degré (7), (12), (17) et (22); le 
problème est donc résolu. Nous allons chercher mainte- 
nant à déduire de la théorie précédente une construction 
géométrique, pour effectuer la division de la circonfé- 
rence en dix-sept parties égales. 

Construction géomélnque . 

Quand on se propose, dans la géométrie élémentaire, 
d'inscrire dans un cercle les polygones réguliers de trois 
ou de cinq côtés, on commence par inscrire ceux de six 
et de dix côtés. De mcmcî, nous commencerons ici par 



VINGT-HUITIÈME LEÇON. 38!^ 

inscrire le polygone r^ulierde trente-quatre côtés, celui 
(le dix-sept côtés s'en déduira immédiatement. 

Soit une demi-circonférence , yîg'. 3, partagée en dix- 
sept parties égales aux points 

fl, b, c, r/, e, /, g, hy /, y, /•, /, /If, n, o, p, q, r; 

la corde ah sera le côté du polygone régulier inscrit de 
trente-quatre côtés, et les cordes ad^ aj\ ah^ aj^ al^ an, 
ap seront les diagonales de ce polygone ou, si l'on veut, 
les côtés des polygones réguliers étoiles de trente-quatre 
côtés, que l'on peut inscrire dans la circonférence. 

En prenant le rayon pour unité, e* faisant, comnie 
précédemment, 

O.Tt 

a = — » 
'7 
on aura 

ab = 9. fiïn-Tj = -h 2 cos 1 3 ^/ , 
34 

# • ^^ /r 

34 

{{f =: is\n-^ =4-2 cos 3 a , 

ûh =1 ISÏnfry = — 2 COS 11^/, 
34 

flry =: 2 Sm ^ = -f- 2 OOS 1 5^/ , 

. II TT 

al = 2 sin -5-7- = — 2 cos i or/ , 

34 

. l37r 
an = 2sin-^^ = -4- 2005^7, 
34 

/7/> = 2 sm -^j- = — 2 cos 9 A . 
Conservons toutes les notations du paragraphes précéeleiit; 
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les équations (3) et (4) nous donnent 

y -=.011 — ap -^-ah -\- aj^ 
y^-=iaf — al — ad — ah. 

On voit que y^ est négatif, car af est <^al] par suite, 
y est positif, puisque jyi = — i . Faisant donc y^ = — y^ 
les équations (5) et (6) deviennent 

// = 4- 

Les équations (8) et (9) nous donnent 

z = an -h ab, 
2, = — ap-^aj; 

3, est négatif, car ap est > ay, et z est positif. Les équa- 
tions (10) et (11) deviennent, en faisant Zi = — z\ 

zz' z=. I . 

Pareillement, les équations (i3) et (i4) donnent 

u z=i af — ad^ 
«1 = — al — ah\ 

iii est donc négatif, et u positif. Faisant iii = — 11', on 
aura , par les équations ( 1 5 ) et (16), 

un' = 1 ; 
enlin les équations (18) et (19) donnent 

a: zzz an, 

jc, =: ab y ^ 

eu sorte que x et Xi sont positifs, et les équations (20) 
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et (21) conservent leur fornu? 

XX ^ •=. u. 

Le côté de notre polygone de trente-quatre côtés est x, , 
et, pour le construire, on voit qu'il suffit, 

I**. De construire deux lignes y et y' telles, que 

2*^. De construire quatre lignes z, z', w, u' telles, que 

u' — « = ^', uuf = 1 ; 
3®. De construire deux lignes x et Xi telles, que 

X I JP| !i^r 2j XX \ ti^ w. 

Construction, i^. En un point O d'une ligne indéfinie 
Vy ^ Jig. 4? élevons une perpendiculaire OA égale au 

rayon du cercle, c'est-à-dire à l'unité. Pre ons OC = j^ 

puis, du point C comme centre, avec CA pour rayon , dé- 
crivons un cercle qui coupe en B et D la ligne UV; on 
aura 

OB=-r, OD = -r'; 

car 

2OD— 20B = 4.0C= I et 20DX20B = 4ÔÂ'=4. 

2^. Joignons AB, et du point B comme centre, avec OB 
pour rayon , décrivons une circonférence qui coupe en M 
et P la ligne AB prolongée, on aura 

AM=z, AP=r2;'; 
<'ar 

AM — AP = PM = ?.OB=r> Cl AM.AP=ÂôS=:i. 

9.5 
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Joignons pareillement AD, et du point D comme centre, 
avec OI) pour rayon, décrivons une circonférence qui 
coupe en N et Q la ligne AD prolongée , on aura 

car 

AQ— AN=:NQ=20D = 7' et AN.AQ=ÂÔ'=i. 

3°. Rabattons AO en AE sur le prolongement de AD, 
décrivons sur NE , comme diamètre , un cercle qui coupe 

AM 

A B en F ; du point F comme centre , avec AI = — pour 

rayon , décrivons un cercle qui coupe AD en G 5 et , enfin . 
du point G comme centre , avec ce même rayon , décrivons 
un cercle qui coupe AD en K et H , on aura 

x, = AK , j: = AH; 
car 

AK -h AH =r 2 GF =r 2 AI = AM = z 

et 

AK.AH=:Âf'=AN.AE=AN.AO = m. 

Le côté du polygone régulier de trente-quatre côtés inscrit 
dans le cercle dont le rayon est OA , est donc égal à AK. 
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Forniiile de Lagrange pour le développement de certaines fonctions 
implicites. — Développement d'une racine de l'équation z=^x-i- tz"*. —- 
Autre application de Li ftérie de Lagrange. 



Formule de Lagrange pour le développement de 
certaines Jonctions implicites. 

Lagrange a donné, dans les Mémoires de V Académie 
de Berlin pour l'année 1768, une formule remarquable 
par laquelle on peut développer en série une classe étendue 
de fonctions implicites (*). Laplace a donné ensuite de 
cette même formule une démonstration très-simple fondée 
sur le calcul intégral, et que Lagrange a introduite dans 
sa Théorie des fonctions analytiques (**). Plus tard, 
M. Cauchy en a publié une nouvelle qui a l'avantage de 
faire connaître le reste de la série (***). Nous présente- 
ix^ns ici la démonstration très-simple et très-directe que 
M. Duhamel a donnée dans son Cours de Mécanique 
de r École Polytechnique (****) . 

Soit une fonction z, d'une variable x, définie par l'é- 
(pation 

où t désigne un paramètre ety une fonction donnée quel- 



(*) Voir le Traité de la Bésolution des Equations numériques , Note IX. 
(••) Voir la 3* édit. de cet ouvrage, que j'ai publiée en 1847, page 1/17. 
( •'• ) Mémoires de V Académie royale des Sciences de r Institut de France . 
tome VIU , page 1 3o. 

(*•*•) Deuxième partie, page 57. 

9.5. 
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conque. Nous nous proposons de former le développement 
de z en série ordonnée suivant les puissances de t. 
On a , par la formule de Maclaurin , 

^0 • ( -T- I 1 • • • 1 ( -i— ^ ) étant les valeurs de z et de ses 

dérivées pour f = o , et R„ le reste de la série. 

En faisant t = o dans l'équation (i) , on a d'abord 



et il ne reste plus qu'à trouver généralement la valeur de 

Considérant jc et ^ comme deux variables indépen- 
dantes, et diiférentiant successivement Téquation (i) par 
rapport à chacune d'elles , on a 

et, en éliminant/"' (z) ^ 

dz dz 

Cette équation fait connaître la valeur de ( ~ ) , car 
pour f = o , on a 



dz 

z=i z^-=z X et 

donc 



z = Zo = -ï* et — - = I : 

dx 



j). =/w- 



Pour avoir la valeur ^^ ( — 1 j diiférentions Téqua- 



«. 
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lion (3) par rapport à / , et ensuite par rap{)ori à o:^ ou 

aura 

^'2 ^, , d^z ^, , ydz dz 

d}z 



dxdt 






en éliminant - — r- entre ces équations, et leuiplaçani 
y par sa valeur tirée de (3) , il vient 

ei comme le second membre est la dérivée de fkzY — 

^ ' dx 

par rap|K)rt à j^, on aura enfin 

^^^ r/^' dx 

Faisant maintenant 



dz 
il \ient 



e = o, z=Xy ^=*' 



ii^z\ _ df(xY 
dO /, dx 

On peut continuer de la même manière pour former les 
dérivées successives ( ^ ) ? etc.; mais, pour éviter de ré- 
péter sans cesse les mêmes réductions , nous, commence- 
rons par établir wwv. formule générale (|ui simplifiera 
I exposition de* la méthode . 

Soit 'if[z) une fonction quelc(mque, et dillérenlions 

, dz 
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par rapport à f , on aura 



['«!]_., 



dzc/z , ^ d^z 



= ?'(*):r. :!:+•?(«) 



fit ' dtdx. ' ^ ' dxdt 

fiz d^ z 

OU , en mettant à la place de -r et de -; — -r leurs valeurs 
' ^ dt dxdt 

précédemment écrites, 

Le second membre est la dérivée de 

par rapport à jc, on aura donc généralement 

4,(.)g_4,(.)/wÊ] 

>'' — * s 

Au moyen de cette formule, on aurait pu déduire l'é- 
quation (4) de (3), en supposant ç(z) =J'(^z), 

Faisons maintenant (f(z) =f[zY, l'équation (5) don- 
nera 

de djc 

et par conséquent, en difTérentiant Téquation (4) f^^ 
rapport à t^ on aura 

IL- = "'h' s] . 

dt' dx^ ' 

en diflérentiant cette dernière par rapport à / , ^ se sef- 



vanl de l'équalion (5) où Ton fera <f(z) =y(z)', on aura 



a'z "' 



dz 



dt' dx" ' 

et je dis que généralement 

t 

Comme nous avons établi cette formule pour les valeurs 
I, 2, 3 de m, il suflGt de démontrer que si elle a lieu 
pour une valeur quelconque de m , elle a lieu aussi pour 
cette même valeur de m augmentée d'une unité. Suppo- 
sons donc que l'équation (6) ait lieu , et faisons y (z)=f[z)'" 
dans Téquation (5), on aura 

dt dx ' 

diiléren lions maintenant l'équation (6) par rapport à i . 
il vient 



r«-H 



,^_^. [/(.)- g 



df^' tlxT 

(Mjuation qui se déduit de (6) en changeant m en m 4- i . 
1/équation (6) est donc générale, et en y faisant / = o, 
il vient 






da*^' 

Le développement (2) de z sera donc 

' ^ 1.9. dx I.a.../i r/.i-«-' 

Proposons-nous maintenant de former le développement 



m 

• 
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d\ine fonction quelconque F (z) de z en série ordonnée 
suivant les puissances croissantes de t. 
On a , par la formule de Maclaurin , 

(8) )^w=''-^U)/-^(*T).T:i-^--- 

en désignant par F©, (-3-) < etc., les valeurs de F et de 

ses dérivées pour « = o , et par R„ le reste de la série. Le 
premier terme Fo est égal à F (x) ; car on a z = x pour 

^ = o ; il reste donc à déterminer généralement ( -7 — 
On a d'abord 

^ = KM4; = r,.)/w|, 

et, en diiîérentiant par rapport à t^ 

fie' fit ^ 

mais l'équation (5) donne, en faisant (f [z) = F' {z)J'{z) . 

4F'(.)/w^] ^ ,/[r(.)/(,r|] 

dt dx ' 

donc 

dt' d.x 

On déduira pareillement de cette dernière, en faisant 
usage de l'équation (5) , 

dt' dx' 
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et l'on ferait voir, comme précëdemnient*, qu'on a géné- 
ralement 



(9) 



rf-' [f' (z)/{zY J] 



faisant f = o, ^ = x, ^=i, cette formule donne 






rf^F \ _ rf'— '[F^(jr)/(x)*] 



Le développement (8) de F [z) sera , par conséquent , 

; r d\¥'Mf(xY] 

^F(3) = F(x)-^^F(x)/(x)-h— ^^2 "^-' 

\ I .2.3. . ./i r/a:«-' 

Quant à la forme du reste , je ne crois pas devoir en parler 
ici, et je renverrai le lecteur au Mémoire dans lequel 
M. Cauchy a développé cette question. 

Déifeloppenient d'une racine de l'équation z =x-4-/2'". 

En faisant y (z) = z'" dans Téquation (7) , on a le déve- 
loppement suivant : 

2 iw . , 3 /w (3 //i — I ) , 

z = j: -h a:*" r H x"""' O H ^ = • jr» »-' t' H- . . . 

1.2 \ ,1.6 t 

nm inm — i ) . . . inm — /i -h 2) ^ ^. 

I 2. O. . ./2 

pour celle des racines de Féquation 

qui se réduit à x pour ;==:<). 

I.c» terme général ii„ de cette série a pour valeur 

nm inm — 1) . . . [nm — n -\- i\ 

1.2 3 . . . // 
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et on en déduit 

Hn^i 1 {nm H- m) (nm -h m — i ) . . . (nm -i- i ) 

Un /î -+- 1 {nm — /î 4- 2) . . . (nm — n -h m) 

pour de très-grandes valeurs de /i , ce rapport est à peu 

près égal à 

m* 

X"-' t. 



\«— I 



Il en résulte que la série précédente sera convergente, si 
rette quantité est inférieure à Funité. 

Autre application de la série de Lagrange. 
La formule de Lagrange, appliquée à Téquation 

où ^ et / sont deux variables , dont la seconde est supposée 
assez petite pour la convergence de la série, nous donne 

et, en diflérentiant par rapport à ^, 

Maintenant soient 

F'(2) = z'" et /(z) = z— 1, 

l'équation (i) donnera 

__?; — / ûTz _ I 
~" I — ^' dl~^ i — ^' 

et , par suite , Téquation (2) devient 

iNous ferons usage de cette forniule dans la leçon suivante. 
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Sohiiiuii (l'un problème d'analyse indéterminée relatif à la représentation 

{réométrique des fonctions elliptiques. 



La question que je vais développer dans cette leçon est 
«extraite du Mémoire sur la représentation géométnguc 
ries Jonctions elliptiques et ultra elliptiques, que j'ai pu- 
blié dans les tomes X et XI du Journal de M. Liouville , 
et qui fait aussi partie du tomo XI du Recueil des Sai^ants 
rf rangers. 

Problème d'analyse indéterminée, 

Trouv^cr toutes les solutions que peut admettre ic- 
quation indéteiniinée 

-^ {y — à") («» — aM 

oii c est une constante réelle, a et ce deux constantes 
imaginaires conjuguées j en ne prenant pour x et y que 
des Jonctions réelles et rationnelles de z qui ne puissent 
^re injinies que pour z =-±a ox z = ± a. 

Désignons, pour abréger, par i l'imaginaire ^ — i- 
l/équation (i) peut s'écrire de la manière» suivante : 

r/x 4- idy dx — iily 

(9. -— ^ ~i; 

vdz cdz 



z^ — a- 3' 



et coninn; .i; et ) sont des fonctions réelles et ratîonnf*lle.s 
de ::, les deux facteurs du premier membre de Téqua- 
tion ('.>) >ont des foniiion.s rationnelles imagînaii*es et 
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conjuguées, ayaul j)Our module Tunîté. Donc, en dési- 
gnant par p et t3 deux polynômes imaginaires et conjugués, 
par rù un angle réel et par e la base des logarithmes népé- 
riens , on pourra poser 

cdz tj cdz p 



ou 



(3J 



a"^ z' — 7? 



dx^idy = cc'^'' .f^' . , 

CT (s* «') 

ru; — tdf = ce ^ 



p[z^ - a») 



La seconde de ces équations (3) se déduisant de la pre- 
mière par le changement de / en — / , il est inutile de la 
considérer; en intégrant la première, on a 

(4) . + ,y = .-J^-^,, 

et il ne reste plus qu'à déterminer les polynômes p Qixs ^ 
de manière que l'intégrale du second membre soit algé- 
brique ; car , cela fait , on égalera x a la partie réelle du 
second membre, y^ au coefficient de i, et le problème sera 
résolu. 

D'après l'énoncé du problème ^ x el y ne doivent être 
infinies que pour z = ±a^ z=.±cx.^ il en est donc de 
même Agx-^ij et de x — iy^ par conséquent, le déno- 
minateur cy de la quantité sous le signe i ne peut con- 
tenir que les facteurs linéaires 

z-f-fl, z — û, z-|-a, z — a, 

et il en est de même du polynôme conjugué p \ d'où il 
suit que /; contient deux de ces quatre facteurs, et que cj 
contient leurs conjugués le même nombre de fois respec- 
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li veinent. On peut faire quatre hypothèses : 

i«>. p = {z — a)" {z -h a)", CT == (z — a)" [z -f- rt)"; 

oP. p=i(z — fl)* (z -h a)", Bj = (z — a)*" (z + a)" ; 

3*». p=:{z — aY {2 H- «)", CT = (z — a)" (3 -H a)"; 

4°. /7 = (z — a)*" (z 4- ^)", CT = (z — «)*" (z 4- a)". 

Dans la première hypothèse , on a 

p dz ^ (g-«)"(^ + «)" ^.. ' 
CT z' — a' (z — «j*"-^' (z -H û)"-^' ' 

dans la seconde, 

p dz __ (2 — «)*""' (s -H a)" ^ 
CT Z"» — a} "" (z — a)*» (z -h ^;"-^' ^ " ' 

ou , en changeant m en m 4- i , 

/> f/z (z — «)" (z -h a)" 

CT z' — <7' "" \7. — a)™-^' (z 4- af-^' 

La troisième et la quatrième hypothèse donnent les mêmes 

valeurs de 9 sauf que « et a sont chanfi'és l'un 

CT z^ — a} * ^ 

dans l'autre, ce qui ne produit que le changement insi- 
gnifiant de I en — 1*. 

De tout cela, il résulte que les fonctions cherchées x et 
y seront données par Tune des deux équations suivantes : 



(5) 



(6) 



•^ J [z— a)*+' (z H- rtr)'»-^-' 



L'équation (6) est comprise dans Féquation (5), si Ton 
admet des valeurs négatives pour m\ elle se déduit, en 
efTet, de Téquation (5) en changeant m en — (m 4-1). 

On obtiendra la condition pour que Tintégrale de l'é- 
quation (5) soit algébrique, en se servant du théorème 
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que nous avons établi dans la septième leçon; mais îl 
convient auparavant de transformer cette intégrale. 
Posons 

et prenons à la place de z une autre variable t , telle que 

z -h a. « -h a I 

d'où 



z -j- a 


2lfl t 




dz 


a -h OL 


dt 

• 


/- , ^\-j 


-7 ' 



on aura, après quelques réductions faciles, 

{z — a)*" [z -h a)" 



II 



dz 



■" (2fl)"-^' J (l — ;)"•-+-' ^^-' 

Donc, pour que .r et 7 soient algébriques, il faut et il 
suffit que rintégrale 



Kl) ^/ (, _ ^^'w-^-| ^ 



. - dt 
^+1 



le soit. 11 faut donc qu'en développant 



(^-< 



r 



(1 — /^'jWH-t ^-+-1 



en fraction simple, il n'y ait pas de termes contenant en 
dénominateur la première puissance de i — t ou de/; 
mais la dernière de ces deux conditions entraîne l'autre, 
parce que le degré du dénominateur de la fraction ration- 
nelle surpasse au moins de deux unités le degré du numé- 
rateur. (F^oir septième leçon.) 

La seule condition, pour que l'intégrale (7) soit algé- 
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brique, est Jonc que la n'^'"*^ dérivée de 

(1 — ^)'^'' 

soil nulle pour f = o, ou que le développement de cette 
fonction, suivant les puissances de f , ne contienne pas 
de terme en t". D'ailleurs nous avons trouvé, dans la leçon 
précédente , 

la condition que nous cherchons sera donc 

Cette équation en ^ est du degré m, et ses rn racines 
sont réelles et comprises entre o et i . Ce théorème se dé- 
montre immédiatement, en appliquant m fois de suite le 
théorème de Rolle à Téquation 

qui a m racines égales à o et n égales à i . 

En désignant par Ç une racine quelconque de l'équa- 
tion (8) , on aura 

.(9) ^^=--^; 

on pourra se donner, à volonté, le module o des imagi- 
naires a et a , et si Ton pose 

(lo) ^a = p% 

les équations (9) et (10) détermineront « et a , qui seront 
bien, en effet, imaginaires et conjuguées, à cause de 

Considérons maintenant Téquation (6) *, comme elle se 
déduit de Téquation (f)) en changeant tn en — (m -j- 1), on 
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peut admettre (|ue la condition nécessaire pour que Tin- 
tégrale qu'elle contient soit algébrique, se déduit de Té- 
quation (8) par ce même changement. Cette condition 
sera donc 

d'^Sl '_ 

(il) T = 0- 

Et, en faisant usage du théorème de Rolle , on voit que 
cette équation a toutes ses racines réelles et plus grandes 
que I , en sorte que , si Ton pose 

a -H a;' 

-r— = '^' 



les quantités a et a ne pourront pas être imaginaires et 
conjuguées. 

On voit enfin que Téquation (i) ne peut admettre de 
solutions réelles et rationnelles que celles qui sont données 
par l'équation (5) , où vi et n représentent des nombres 
entiers indéterminés, et encore faut-il, pour qu'elle en . 
admette efleclivemeni, que la quantité 

soit une racine de Téqualion (8). 

Je ne parlerai point ici des applications que j'ai faites 
des résultats qui précèdent , <;t je renverrai le lecteur aux 
divers Mémoires que j'ai publiés sur celte question. 



FIN. 



^u 



«^ 



